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組合設計（Combinatorial Design）主要是在研究實驗設計（Experimental Design）中的數學結構，隨著這方面知識的增加，除了在理論上可以推廣外，另一方面也能在應用上扮演重要的角色。近代訊息的傳遞仰賴數位化的字碼，而錯誤更正碼（Error-Correcting Code）的設計恰好與組合設計的建構相呼應，這種現象也使得組合設計的研究更為重要；另一方面，特殊的設計也可以在暗碼理論（Cryptography）中一展身手，誰知道，還有什麼領域會用到組合設計呢？

利用在交大應數系及淡江數學系開課教組合設計的機會，將筆記整理成講義，以供同學參考，希望能對同學的學習有所助益。


這本講義能夠完成，最大的功臣應該是交大應數系組合數學組研究生鄭凱鐘同學；他不斷地利用時間辛勤的打字、核對並修改，直到最後完成，再一次表示我最大的感激。其他，如淡江大學的高金美教授及高雄師大李珠矽教授也協助看稿，並提供修改意見，在此一併誌謝。最後，我一定要感謝已畢業的方瑗蔆同學，由於她完成了史坦納三元系那一章的初稿，使我下定決心要繼續完成這講義。其他沒有提到名字的兩校同學們，謝了！！
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第1章 拉丁方陣

拉丁方陣（Latin Square）究竟是什麼時候發現的，到今天仍然沒有明確的答案。由於它的型式看起來比一般的魔方陣（Magic Square）簡單，所以有人相信它的存在應該有上千年的歷史，可是有文獻記載的年代卻是在十八世紀了。另一方面，由於一個有限群（Finite Group）的運算表可以形成一個拉丁方陣，所以也有人認為有抽象代數的存在，就有了這個看起來不太起眼的”組合設計”或”代數結構”。

能夠找到的最早參考文獻是討論把撲克牌中的四個大牌A,K,Q,J各四種花色，共十六張牌放在一個4 ×4的格子中，使得橫看直看，每樣花及每樣牌都出現的放置方法數，那文章發表於1732年。大約在50年後，尤拉（Euler）提出了相似的問題，他希望將來自六個軍種，六個官階的36位軍官排成6 ×6的陣列，使得橫看直看都可以有來自不同軍種的六個官階的軍官；同時經過一番奮鬥之後，他猜測這樣的陣列是不可能存在的。這個猜測，德利（Tarry）在1900年用直接比較所有可能6階拉丁方陣的方法，獲得證實，而真正利用理論的方式證明這個猜測又得等上80年哩！在拉丁方陣的研究中與此猜測相關的研究—互相垂直的拉丁方陣（Orthogonal L.S.）佔最大的比例，相關的文獻數以千計。


拉丁方陣除了本身具有很好的代數結構—擬似群（Quasigroup），同時在應用上也是十分的活躍，尤其在實驗設計（Experimental Design）方面；而應用於其他領域，如組合設計的建構，以及近代暗碼及編碼的設計，也有不可思議的貢獻。


1. 基本性質

一個定義於Ｓ的n階拉丁方陣是一個n ×n的陣列L = [li,j]，其中所有的li,j皆屬於一個具有n個元素的集合S，同時在L中每一行及每一列都具有S中的每一個元素。也就是說，如果L為一定義於Ｓ的n階拉丁方陣，則來自S的每一個元素在L中的每一行及每一列都恰好出現一次。顯然，S可以是任意的集合，但是為了便於表示，以及與代數結構拉上關係，除非特別說明，我們都將令S=Zn作為一個n階拉丁方陣的元素集。圖1.1分別為2,3,4及5階拉丁方陣的例子。
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圖1.1

從上面的例子，我們可以發現，如果利用拉丁方陣來定義一個運算，則可以得到一個二元運算，而且這個運算具有特殊性質。


引理1.1. 令L = [li,j]為一n階拉丁方陣，則由＊(i, j)= li,j 所定義的函數＊：Zn ×Zn →Zn為一二元運算，同時滿足對於任一個有序數對（a,b），a , b

[image: image5.wmf]Î


 Zn，a＊x = b及y＊a = b，在Zn中皆有唯一解。
證明： 可以由拉丁方陣的定義推得。                     ■

定義1.2. 令S為一非空的集合，＊為S中的一個二元運算。如果對於S中的任意兩個元素a , b，a＊x = b及y＊a = b在S中皆有唯一解，則代數結構（S,＊）稱為是一個擬似群（Quasigroup）。


    顯然，由引理1.1，我們可以利用拉丁方陣來定義擬似群。當然，反過來，由一個具有n個元素的擬似群，我們也可以得到拉丁方陣。圖1.2為一般形式的擬似群。
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L = [li,j]


圖1.2

    由於一個群顯然具有擬似群的性質，所以，下列定理提供了很多拉丁方陣的例子。


定理1.3. 有限群的運算表形成一個拉丁方陣。
證明： 群的基本性質。                               ■


然而，拉丁方陣（擬似群）與群仍有一段距離；因為一個擬似群不一定具有結合律（Associative Law），於是判斷一個擬似群是否為一群就等於是在判斷擬似群中是否具有結合律。截至目前為止，最好的方法（演算法）需要測試3n3/8個有序對(a,b,c)，當然，在這個擬似群具有特殊結構時會好些，也就是不必測試那麼多次；或者，當這個擬似群的最小生成集（Minimal Generating Set）是已知時，也可以測試較少次，大約是
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。以下是衍生出來的幾個問題：


問題1.1. 如何才能最快速地測試出一個擬似群具有結合律？

問題1.2. 在一個擬似群中有些（a,b,c）（好的序對），(ab)c = a(bc)是成立的，但是在一個擬似群中最多可以有多少個好的序對（最多n3個），而該擬似群仍然不具有結合律呢？

    以下我們討論一些特殊的擬似群，相對應的就是特殊的拉丁方陣。


定義1.4. 若Q'

[image: image7.wmf]Í


Q，且對於Q的運算＊，<Q',＊>也是擬似群，則Q' 稱為是Q的擬似子群，以Q' 

[image: image8.wmf]£


 Q表示。

和群不一樣的是當Q為有限擬似群且Q' 

[image: image9.wmf]£


 Q，|Q'|│|Q|不一定成立，參考圖1.3的例子。
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圖1.3


定義1.5. 若Q為一擬似群，且存在有一元素e

[image: image11.wmf]Î


Q，使得對於所有Q中的元素a，a＊e = e＊a = a，則e稱為是Q的單位元素；具有單位元素的擬似群稱為是圈（Loop）。


定義1.6. 若Q為一擬似群，且滿足對於Q中的任意兩個元素a , b，a＊b = b＊a，則Q為一可交換擬似群（Commutative Quasigroup）。


為了方便起見，以下我們用ab代表a＊b。


定理1.7. 若Q為一圈，且滿足 (ab)c = a(cb)，則Q 為一交換群。

證明：因為Q具有單位元素e，所以任意的兩個元素 b , c，

(eb)c = e(cb) 

[image: image12.wmf]Þ


 bc = cb，即Q滿足交換律。

於是 (ab)c = a(cb) = a(bc)，即Q有結合律。

有結合律之擬似群為一群（作業），故得證。          ■


定義1.8. 在一個擬似群Q中，若對於任意的兩個元素a , b，皆滿足a(ba) = b，則Q稱為是半對稱（Semi–symmetric）擬似群；若a(ab) = b且(ab)b = a，則Q稱為是全對稱（Totally Symmetric）擬似群。當a2 = a時，則Q為等羃（Idempotent）擬似群，而當a2 = c（c為定數）時，則Q為羃等（Unipotent）擬似群。


    下列幾個定理對於描述特殊的拉丁方陣很有幫助，有(*)的證明於下一章再詳細說明。（拉丁方陣可以由擬似群的運算表求得。）


定理1.9. 一個全對稱擬似群必為可交換擬似群，也一定是一個半對稱的擬似群。

證明：因為 a(ab) = b且 (a(ab))(ab) = a，所以b(ab) = a，亦即Q為半對稱。又ba = b(b(ab)) = ab，因此Q為對稱擬似群。        ■

(*)定理1.10. 一個等羃全對稱擬似群存在的充要條件為此擬似群的元素個數n

[image: image13.wmf]º


1或3 (mod 6)。


定理1.11. 一個羃等可交換擬似群存在的充要條件為此擬似群的元素個數是偶數。
證明：由於出現在對角線的元素都一樣，所以其他的元素出現的次數必為偶數。而這類擬似群的存在等價於把K2m分解成2m-1個1-因子(1-factor)（？），由於後者一定辦得到，所以定理得證。        ■


為了對定理1.11. 有更進一步的瞭解，我們再以一個例子加以說明。
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圖1.4

有時候，我們也可以把上述1-因子的分解（1-分解）（1-factorization）寫成
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定理1.12. 一個等冪對稱擬似群存在的充要條件為此擬似群的元素個數是奇數。亦即一個n階對稱等冪拉丁方陣存在的充要條件為n是奇數。
證明：由於每個元素出現的次數為1+2k（2k來自對稱性），所以n為奇數。至於它的存在性可以利用<Zn,+> 這個群的運算表加以排列即可，該排列為
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    為了說明定理1.12，特提供一個例子，參考圖1.5。
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圖1.5


    在這裡，我們注意到擬似群可以利用更換元素的方式來得到另一個。上述的例子是在固定運算的前兩個元素所得到的另一個擬似群。我們也可以更換第一或第二個位置，代數的術語為側邊（Side line）及上邊（Head line）。

定義1.13. 令 <Q1,。> 及 <Q2, ＊>為兩個擬似群，我們稱Q1及Q2為同型（Isotopic）擬似群，以<Q1,。> ~ <Q2,＊>表示，若且唯若存在三個由Q1映至Q2的1-1，映成函數α,β,γ使得對於所有的x, y

[image: image20.wmf]Î


Q1，α(x)＊β(y)=γ(x。y)。當α＝β＝γ時，Q1與Q2同構（Isomorphic）。


定義1.14. 兩個n階拉丁方陣L = [li,j]及M = [mi,j]相等，記為L = M，若且唯若li,j＝mi,j，i , j

[image: image21.wmf]Î


Zn。


定義1.15. 兩個拉丁方陣若是能利用換列，換行或換元素而得到相等的拉丁方陣，則此二拉丁方陣稱為是同型的拉丁方陣。


    上述的換列，換行或換元素係指Zn中元素的排列，以下是一個同型4階拉丁方陣的例子，及一個同構的例子。（圖1.6及圖1.7）
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圖1.6  同型拉丁方陣
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同構
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圖1.7  同構拉丁方陣


    所以我們可以探討下面三個問題：


問題1.3. 不相等n階拉丁方陣有多少個？（個數以Ln表示）

問題1.4. 不同型n階拉丁方陣有多少個？（個數以 表示）

問題1.5. 不同構n階拉丁方陣有多少個？（個數以Ln 表示）


    在問題1.3.方面，我們可以考慮另一種性質。當L≠M時，L與M顯然在很多個位置(i, j)，li,j≠mi,j，相對地，有些位置所填的li,j與mi,j是相同的，於是我們定義兩個拉丁方陣的交集。


定義1.16. 令L = [li,j]與M = [mi,j]為兩個n階拉丁方陣，則L∩M＝{(i,j)∣li,j＝mi,j，1
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i , j
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n}，Spec(n) = { t∣∣L∩M∣= t ，L與M為n階拉丁方陣}。


    顯然，0
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Spec(n) 且n2
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Spec(n)，下面的敘述也很容易證明。


引理1.17. Spec(n)

[image: image36.wmf]Í


{0,1,2,…,n2} \ { n2-5, n2-3, n2–2, n2-1}。

    實際上，對於n
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5，我們也可以得到等號。由於證明較複雜，在此省略。


定理1.18.[Fu] Spec(n)＝{0,1,2,…,n2} \ { n2-5 , n2-3 , n2–2 , n2-1}。


    在問題1.4及問題1.5的研究，我們可以先探討同型及同構的關係是否為一等價的關係；如果是，則不同型或不同構的拉丁方陣之個數，也就是等價類的個數。


定理1.19. 同型（Isotopism）為一等價關係。
證明：反身性的性質很明顯，所以我們先看對稱性。令<Q1,＊> ~ <Q2,。>，且對於所有x,y
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 Q1，α(x)。β(x)=γ(x＊y)。現在，對於任意兩個元素x' , y'
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 Q2，存在有x , y
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 Q1，使得α(x) = x'，β(y) = y'。由於x'。y' =γ(x＊y)，所以 x＊y=γ-1(x'＊y')，亦即α-1(x') ＊β-1(y') =γ-1(x'。y')，因為α-1,β-1,γ-1 存在，所以<Q2,。> ~ <Q1,＊>。接下來，再看遞移律，令<Q1 ,＊> ~ <Q2 ,。>且<Q2 ,。> ~ <Q3 ,‧>。因此，存在有α1,β1,γ1；α2,β2,γ2滿足同型的條件。
現在，對於Q1中的任兩個元素x , y，令x" =α2(x') =α2(α1(x)) 及y" =β2(y') =β2(β1(y))，
x"‧y" =α2(α1(x))‧β2(β1(y)) =γ2(α1(x)。β1(y)) 
     =γ2 (γ1 (x＊y)) = (γ2。γ1 )(x＊y)，
因此，(α2。α1 )(x)‧(β2。β1 )(y) = (γ2。γ1 )(x＊y)，
所以<Q1,＊> ~ <Q3,‧>。                              ■


推論1.20. 同構（Isomorphism）為一等價關係。

在這裡特別說明一下，當<Q1,＊>為一群時，若<Q2,＊>與<Q1,。>同構，則<Q1,。>亦為一群（？）。當然，群與群的同構為擬似群同構的一個特殊情況。

作業


1. 證明具有結合律的擬似群必為一群。


2. 舉例說明一個擬似群可以不必是一個群。


3. 證明不相等的四階拉丁方陣有576個。


4. 試求Spec(5)。


5. 試求。（4階不同型拉丁方陣個數）


6. 令Sn代表所有Zn的排列所成的集合，對於Sn中的任一個排列   αi，以αi = (αi(0),αi(1),…,αi(n-1))表示。令α1,α2,…,αm , m < n為m個Sn中的排列，滿足對於所有的x
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 Zn，
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i


a


(x)≠
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i


a


(x)，
1
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i1≠i2
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m。試證一定存在有一個拉丁方陣L＝[li,j]，其中li,j =
αi(j-1)，1
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i
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m且1
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j
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n。

7. 假設Q1與Q2為同構的兩個擬似群，且Q1為一群，試證Q2亦為一個群。
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2. 拉丁長方陣與部分拉丁方陣 ( Latin Rectangle and Partial Latin Square)


從一個n階拉丁方陣，我們可以去掉數列而得到一個長方形陣列，它滿足在每一列所有Zn中的元素都出現一次，而在每一行中，Zn中的元素最多出現一次。這樣的陣列，我們稱之為拉丁長方陣。顯然，我們知道拉丁長方陣的存在是不一定要先有拉丁方陣的存在。我們可以利用上一節作業6的概念，由排列來堆積出拉丁長方陣。然而，由以下的討論，我們將發現，任何的拉丁長方陣皆可以經由增加列而獲得一個拉丁方陣。


定義2.1. 令S1,S2,…,Sn為非空的n個集合。我們說集合族{S1, S2,…,Sn}具有一組相異的代表元素（System of Distinct Representatives , SDR），若且唯若存在n個相異的元素a1 , a2 ,…, an，其中ai

[image: image34.bmp]Si，i = 1,2,…,n。

以下的定理非常有名，通常稱之為P. Hall定理。

定理2.2. S = { S1 , S2 ,…, Sn }具有SDR的充要條件為對於任意的1

[image: image2.wmf]£


k

[image: image3.wmf]£


n，S中的任意k個集合的聯集包含至少k個元素（Hall的條件）。


證明：（必要性）很容易。
（充分性）用歸納法。（對n歸納），顯然，當n = 1時成立。假設n = 1,2,…,m時皆成立。令{S1,S2,…,Sm+1}為一個集合族，它滿足上述的條件。現在，在{S1,S2,…,Sm}中，如果任意h個集合的聯集皆包含至少h+1個元素；則令x

[image: image4.wmf]Î


Sm+1。再看集合族{S1\{x} , S2\{x}, …, Sm\{x}}，則任意k個集合的聯集必包含至少k個元素，所以此集合族有SDR（歸納假設）x1 , x2 ,…, xm；於是再選x

[image: image5.wmf]Î


 Sm+1，就得到{S1,S2,…,Sm+1}的一個SDR。在另一種情況，如果存在有某k(

[image: image6.wmf]³


1)個集合S1 , S2 , …, Sk ，使得它們的聯集恰好包含k個元素。令S=

[image: image7.wmf]U


k


1
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S


，然後考慮集合族{Sk+1\S ,Sk+2\S,…,Sm+1\S}，則它有SDR（?），再加上{S1,S2, …,Sk}的SDR，合併之後得到{S1,S2,…,Sm+1}的SDR。




■


定理2.2也可以用圖論的方式加以證明。首先，我們建構一個二分圖(A,B)，其中A為{S1,S2,…,Sn}，B為{x1,x2,…,xl}，xi與Sj相連若且唯若xi

[image: image8.wmf]Î


Sj，於是Hall的條件可以看成任意A中的k個點，它們的相臨集至少有k個點。於是我們證明在滿足Hall的條件下，一定可以找到一個配對（Matching）它碰到A中的所有點。詳細證明請參考圖論課本，例如D. West所寫的圖論[ Introduction to Graph Theory ]。


定理2.3. 任何基於Zn的r ×n ( r < n )拉丁長方陣均可以伸展成n階拉丁方陣。
證明：對於每一行定義一個集合Si為尚未出現的元素所成的集合，然後證明{ S1 , S2 , …, Sn }有一個SDR；再繼續這個步驟，直到填好n階拉丁方陣。所以，我們證明任意k個集合的聯集必含有k個以上的不同元素。不失一般性，令此k個集合S1 , S2 , …, Sk，而已填好的部分稱為Ak；由定義Ak所填的元素，共有rk個，在加上多重集合S1

[image: image9.wmf]U


S2

[image: image10.wmf]U


...

[image: image11.wmf]U


Sk（multi-set）中的元素一共有kn個，因此S1

[image: image12.wmf]U


S2

[image: image13.wmf]U


...


[image: image14.wmf]U


Sk中有k(n-r) 個元素（可能相等），但是一個元素最多只能出現n-r次，所以必含至少k個不同元素。







■


接下來我們探討部分拉丁方陣（Partial L.S.）。顧名思義，一個n階部份拉丁方陣是一個陣列，每個Zn中的元素在此陣列中的每一行及每一列最多出現一次。一個佈於Zn的滿填r ×s部分拉丁方陣為一r ×s陣列，r , s 

[image: image15.wmf]£


 n，且Zn中的每一元素在此滿填的陣列中，在每一行及每一列最多出現一次。圖2.1為一佈於Z6的滿填3 ×3部分拉丁方陣（Completed Partial L.S.）。



[image: image16.wmf]5
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圖2.1


我們不禁要問這個陣列可以延伸（兩方向）為6階拉丁方陣嗎？首先，我們看必要性。


引理2.4. 若是R代表一個滿填的r ×s部分拉丁長方陣，R(i)代表元素i在R中出現的次數，則R可以被延伸為一個n階拉丁方陣的必要條件為R(i)

[image: image17.wmf]³


 r + s - n。


證明：先把已延伸好的拉丁方陣分成四部分，如圖2.2。於是我們觀察i在其他部分出現的情形。因為B+C為拉丁長方陣，每個元素恰好出現一次，所以i出現在B中最多n-s次，因此 R(i)+(n-s)

[image: image18.wmf]³


r，即R(i)

[image: image19.wmf]³


r + s – n。













■
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D


B


R


L


:




圖 2.2


定理2.5.（Ryser）一個滿填的r ×s部份拉丁長方形R，可以被延伸為一個n階拉丁方陣的充分必要條件為R(i)

[image: image21.wmf]³


 r + s - n。
證明：必要性在引理2.4.已証明，不再重複。今假設R(i)

[image: image22.wmf]³


 r + s - n。令B* = [bi,j]為r ×n的 (0,1)-矩陣，其中bi,j=1若且唯若R的第i列不含j這個元素。顯然，B*中的列和為n-s，接著把B*伸展成n階方陣B'使得列和與行和皆為n-s。如此一來B'可以寫成n-s個排列矩陣的和，於是B就可以填滿（圖2.2）（？），再由定理2.3.，R可以伸展成一n階拉丁方陣。










■


我們把R延伸成一個拉丁方陣L，就好像是把R嵌入於拉丁方陣L中，所以，一般也稱R嵌入（Embed）於L中。


由瑞射（Ryser）定理，我們很容易可以証明下面的定理。

定理2.6. 若n

[image: image23.wmf]³


2m，則一個m階拉丁方陣可以嵌入於n階拉丁方陣中。


這個定理再次提醒我們若是Q'

[image: image24.wmf]£


Q（擬似群），|Q'|│|Q|是不一定對的。


我們不僅可以將一個拉丁方陣嵌入於另一個拉丁方陣，我們也可以嵌入多個拉丁方陣於一個拉丁方陣中。最有用的一種這類型的拉丁方陣，稱為是有洞的拉丁方陣，其實這些洞是保留給較小的拉丁方陣。

定義2.7. 互斥子集合H1,H2,…,Hk的聯集為Zn。我們稱拉丁方陣L = [li,j] 為一個具有洞的形式為|H1| ×|H2| ×…×|Hk|的有洞拉丁方陣，如果它具有下列兩個性質：

1. 對於Hl中的任兩個元素i , j，1

[image: image25.wmf]£


l

[image: image26.wmf]£


k，(i, j)是空白的位置。


2. 不是空白的位置填入Zn中的元素，使得每行，每列，每個元素最多出現一次，而且若是t

[image: image27.wmf]Î


 Hl（某一個l），則t不出現在第t行及第t列上面。


在上述定義中，如果|H1| = |H2| =…= |Hk| = x，則它的形式以xk表示。此時，顯然n = kx。我們將稱這個部分拉丁方陣為具有x ×x洞的有洞拉丁方陣，圖2.3是兩個例子。
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(a)                         (b)


圖2.3  23 與 24 形式的有洞拉丁方陣


其實，你可以輕易地發現有洞的拉丁方陣是一個具有很多子拉丁方陣的拉丁方陣；而圖2.3(a) 更是一個由一堆2階拉丁方陣所組合的6階拉丁方陣哩！對了，圖2.3的例子都是對稱的，但是這個性質並非必要。


以下，我們提供一個概念來說明tk形式有洞拉丁方陣的存在性。

定義2.8. 令A與B分別為m階及n階拉丁方陣，我們用(x,B)代表一個基於{x}×Zn的n階拉丁方陣[(x,bi,j)]，其中B=[bi,j]。我們定義A ×B=[(ai,j,B)]，其中A=[ai,j] 。A ×B稱為是A與B的乘積( Direct Product )。


顯然A ×B為mn階拉丁方陣，現在可以證明。


定理2.9. 對於任意的正整數t，及k≠2，皆存在有tk形式的有洞拉丁方陣。


證明：令B為t階拉丁方陣，A為k階等冪拉丁方陣。再把A ×B中的( ai,i,B )去掉，即為所求的有洞拉丁方陣。




■


值得注意的是，如果我們要求此方陣具有對稱性，則當k是奇數時，並沒有任何困難求得（利用定理2.9），但是，當k為偶數時，就沒有那麼容易了。不過，這樣的有洞拉丁方陣是有存在的可能。


定理2.10.[Fu & Fu] 對所有的k≠2，2k形式的對稱有洞拉丁方陣皆存在。


作業


1. 證明不相等的n階拉丁方陣至少有n!(n-1)!(n-2)!…3!2!個。


2. 利用圖論的方法證明P. Hall定理。


3. 如圖2.4所示，令i出現在R外面對角線D的次數為D(i)。試證，如果L為固定R及D的n階拉丁方陣，則對於1

[image: image30.wmf]£


i

[image: image31.wmf]£


n，R(i)

[image: image32.wmf]³



2r – n + D(i)。

[image: image1.wmf]Î


圖2.4


4. 建構一個2n+2階拉丁方陣，它含有一個n階的子方陣。


5. 建構一個8階24形的有洞拉丁方陣。


6. 建構一個最小階數拉丁方陣，它含有2階、3階及5階子方陣。

7. 對於所有的n

[image: image33.wmf]³


5，證明必存在兩個n階拉丁方陣，它們只有一個位置相同。
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3. 極大部分拉丁方陣與臨界集


定義3.1.一個極大部分拉丁方陣（Maximal P.L.S.）為一個無法再填入任何元素的部分拉丁方陣，也就是說，再填入任一個元素就會造成至少有一列或一行，有一個元素至少出現兩次。


顯然，一個拉丁方陣也可以算是一個極大的拉丁方陣。為了研究這類方陣，我們定義SpecM(n) = { x | 存在有一個極大的部分拉丁方陣，它填了恰好x個位置}。所以max.SpecM(n) = n2，那麼min.SpecM(n)呢？

定理3.2. min.SpecM(n) = 
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證明：首先，我們建構一個極大的部分拉丁方陣，它填了

[image: image2.wmf]ë


û


é


ù


2


2


2


2


n


n


+


個位置，如圖3.1，因此min.SpecM(n)
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圖3.1


接下來，證明另一方向。令一個極大部分拉丁方陣中，未填的位置有t個，以c1,c2,…,ct表示。現在考慮有序數對( l , ci )，l為已填的位置，而且與ci同行或同列，1
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n。由於ci已不能再填，表示( l , ci )至少有n對，所以，一共有
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。再由行、列分別計算( l , ci )，則得到 2n
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 tn，亦即 t
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於是

min. SpecM(n)
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■


有了最小值，接著我們希望能決定SpecM(n)。以下是幾個可以用的技巧，我們分別以輔助定理表示出來。


引理3.3. 若是x
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SpecM(m)，則對於所有的n
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2m，n2-m2+x
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 SpecM(m)。

證明：令M為一嵌入於n階拉丁方陣L的一個m階拉丁方陣。由於x
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SpecM(m)，所以，必定存在一個極大的拉丁方陣M'，它恰好填了x個位置，現在，將L中的M取代為M'，則所得的部分拉丁方陣，為一n階拉丁方陣，而且填入的位置恰為n2-(m2-x)= n2-m2+x。
■


引理3.4. 令[a,b]代表由a至b的所有整數所成的集合，I(n)= [
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, n2] \{n2-1}，則SpecM(n)
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IM(n)。
證明：顯然n2-1
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SpecM(n)，加上定理3.2.，所以得證。

■

為了方便表示，我們用
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L


代表部分拉丁方陣L'中所填的位置數。


定理3.5. 對於n
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11，I(n)中的每一個元素x，皆存在有一個極大的部分拉丁方陣
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使得|
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| = x。
證明：在此省略。











■


問題3.6. 決定SpecM(10)。


現在讓我們討論一下，一個可以繼續填成n階拉丁方陣的部份拉丁方陣。顯然，如果我們以往已填了n個位置，而且非常不小心，那麼極有可能永遠無法完成填好拉丁方陣的工作，如圖3.2所示，兩者都無法續完。當然，還有其他型式的部份拉丁方陣
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，它是無法續完的(？)。
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圖3.2


但是，我們不難想像如果只填了n-1個位置，那麼被填成一個n階拉丁方陣的機會就很大了。這個現象最早由Evans提出來是一個猜測，直到約20年後由Smetaniuk證明了這件事。


定理3.7.（Evans定理）令
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L


為一填了n-1位置的n階部分拉丁方陣，則

[image: image36.wmf]'


L


必定可以被繼續填成一個n階拉丁方陣。


為了要尊重Evans，此定理雖由Smetaniuk證明，仍以他的名字稱此定理。這個定理不久再被安得生以一個更一般性的結果所涵蓋。

定理3.8.（Lar Andersen）一個填不到n+1個位置的n階部分拉丁方陣除了下列的13種形式之外，皆可以繼續填成一個n階拉丁方陣。

這個定理的證明很長，詳細內容可以參考L. Andersen的論文。

由於可以繼續填完的現象，我們可以探討一種情況，當我們已經填了一些位置之後，剩下的位置就全部被唯一確定了；而這情況對於稍微少填一個位置卻不成立。例如，圖3.3(a)為一個填了4個位置的4階拉丁方陣，顯然，要完成它只有一種方法，圖3.3(b)。若是只填了3個位置，圖3.3(c)，則唯一完成的現象就不見了。

1

2





→

1

2

3

4



1

2







2









2

3

4

1



2



















3

4

1

2



















3



4

1

2

3













圖 3.3 (a)



 圖 3.3 (b)




圖 3.3 (c)



定義3.9. 一個n階拉丁方陣C稱為是臨界集（Critical Set），如果下列兩個條件同時滿足：


（1）C可以繼續填成一個n階拉丁方陣，而且此方陣是唯一的。


（2）去掉C中任何一個已填的位置，則無法唯一地填成n階拉丁方陣。


令CM(n)代表填了最多個位置的臨界集，Cm(n)為填了最少個位置的臨界集，則下列的結果並不難證明。


引理3.10. 令C為一個n階臨界集，則C中填好的位置必定落在至少n-1行上面，同時也落在至少n-1列上面。

引理3.11. 令C為一個n階臨界集，則C中填入的元素至少有n-1個是相異的。

定理3.12. 對於所有的n
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5，Cm(n)
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n + 1。

證明：假設Cm(n)

[image: image39.wmf]£


n。令C為填了Cm(n)個位置的臨界集。由引理3.11，Cm(n)必定不小於n-2，所以我們分兩種情形討論：


（1）Cm(n) = n-1。由引理3.10,11，我們知道這n-1個元素必然都不相同，而且分佈於n-1行及n-1列上，所以我們可以找到一個位置，它與已經填入的位置不同行也不同列，現在不論這個位置填什麼，都可以利用安得生定理(3.8)證明它可以繼續填成一個n階拉丁方陣，所以Cm(n)≠n-1。
（2）Cm(n) = n。同理，C中填入的位置必定落在至少n-1行及n-1列上，而且至少有n-1個不一樣的元素，現在再觀察定理3.8的第4~12型，填入任何位置都不會造成其中一型，所以只要n
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5，仍然可以繼續填成一個n階拉丁方陣，因此Cm(n)≠n，由(1),(2)我們推得對於n
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5，Cm(n)
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n + 1。


對於n < 5，我們很容易可以求出Cm(n)。

命題3.13. Cm(2)
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1，Cm(3)
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2，Cm(4)
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4。

在研究Cm(n)方面，一般相信以下的猜測是對的，只是要如何證明它就不是一件容易的事了。

猜測3.14. 當n是偶數時，Cm(n)
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，而當n是奇數時，Cm(n)
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值得注意的是，我們也可以找到填了很多個位置的臨界集，也就是說比Cm(n)
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大很多。例如圖3.4，我們可以找到填9個位置的6階臨界集，也可以找到填15個位置的6階臨界集。
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圖3.4

定義3.15. SpecC(n) = { x | 填了x個位置的n階臨界集存在}。


由上面例子，我們知道9

[image: image54.wmf]Î


SpecC(6)而且15

[image: image55.wmf]Î


SpecC(6)，其他還有嗎？研究SpecC(n)這個集合目前才在起步階段，所知道的結果不多，不過首要的工作應該是先決定CM(n)及Cm(n)，而這兩個量分別都被相信是非常困難求出來的量；不過，對於有預定對象的拉丁方陣，譬如，要求所填滿的拉丁方陣具有循環性（Circulant L.S.），則上述圖3.4的結果已經是最好的了。


另一方面，由於臨界集在暗碼理論中可以獲得適切的應用，所以好的結果也會在應用領域有莫大的貢獻。


作業


1. 試求SpecC(4)及SpecC(5)。

2. 估計CM(n)。

3. 令C為n階拉丁方陣A ×B的臨界集，其中A是2階拉丁方陣，試證 |C|

[image: image56.wmf]³


n2/4。

4. 試證填了7個位置的10階拉丁方陣一定可以填滿成為一個10階拉丁方陣。（不用Andersen定理）

5. 試證任何n階部份拉丁方陣均可以嵌入於一個m(
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2n)階拉丁方陣中。
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4. 垂直拉丁方陣

研究垂直拉丁方陣（Orthogonal L.S.）不但是研究組合設計的重心，在歷史上的記載，它是最早被提出來研究的問題；而且，它也是近代設計理論向前邁進的最大動力之一；由於要證明尤拉在垂直拉丁方陣上的猜測是錯誤的，組合數學家不斷地尋找比較好的方法來建構更多的互相垂直之拉丁方陣，以下以MOLS（Mutually Orthogonal Latin Squares）簡稱之，同時，我們用MOLS(n)表示彼此互相垂直的n階拉丁方陣。


定義4.1. 令L = [li,j]及M = [mi,j]為兩個n階拉丁方陣；如果{ (li,j , mi,j)∣1

[image: image1.wmf]£


i , j

[image: image2.wmf]£


n } = Zn ×Zn，則我們稱L與M垂直，以L⊥M表示。如果L1 , L2 ,…, Lt 等 t個n階拉丁方陣彼此兩兩互相垂直，則{ L1 ,L2 ,…, Lt }稱為是一個彼此互相垂直的n階拉丁方陣族（A Collection of MOLS(n)）。


以下分別是n = 3及n = 4的例子，如圖4.1。
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圖4.1

『互相垂直的n階拉丁方陣究竟會有多少個？』一直是研究組合設計的中心話題，我們先介紹幾個基本性質。


定義4.2. 令α為Zn的一個排列，L = [li,j]為一個n階拉丁方陣，我們定義α(L) = Lα = [α(li,j)]。


兩指法則( Two Fingers’ Rule ) 令L = [li,j]與M = [mi,j]為兩個n階拉丁方陣，則L⊥M的充要條件為對於任意的兩個位置( i , j )與( i' , j' )，若是li,j = li',j'，則mi,j

[image: image8.wmf]¹


 mi',j'。


這個性質可以由定義直接證明，在此省略。


引理4.3. 令α,β為Zn的兩個排列，而且n 階拉丁方陣L⊥M，則

Lα⊥Mβ。
證明： 兩指法則。                                   ■


定義4.4. 我們稱一個n階拉丁方陣L = [li,j]為標準型（Standard Form），如果下列條件成立：l1,j = j-1，j = 1,2,…,n，若是li,1 = i-1，i = 1,2,…,n也成立，則此拉丁方陣為雙標準型拉丁方陣。

有了標準型的概念，我們不難證明下面的定理。

定理4.5. 令L1 , L2 ,…, Lt為t個彼此互相垂直的n階拉丁方陣，則t

[image: image9.wmf]£


 n-1。
證明：由於元素的排列變換不會改變兩個拉丁方陣的垂直性，所以我們可以假設L1 , L2 ,…, Lt為t個具有標準型式的MOLS（n），現在，考慮第二列的第一個位置，顯然L1(2,1), L2(2,1),…, Lt(2,1)必須是全部不一樣的元素，加上Li(2,1)≠0，i = 1,2,…,t，所以t
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 n-1。 
  ■


定義4.6. 若是L1 , L2 ,…, Ln-1為n-1個MOLS（n），則{ L1 , L2 ,…, Ln-1 }稱為是一個互相垂直拉丁方陣的完全族（A complete family of MOLS(n)）。


到目前為止，所有知道的完全族都被下面的定理所涵蓋。


定理4.7. 令n為一質數的次方，則MOLS(n)的完全族存在。
證明：令<F,+,‧>為一個具有n個元素的有限體，同時L(t)為一n階陣列，其中L(t)（i , j）= i‧t + j，t = 1,2,…,n-1，於是我們很容易地證明L(1),L(2),…,L(n-1)為n-1個彼此互相垂直的拉丁方陣（作業）。■


這個定理提供了很多的MOLS(n)，然而，若是n不為質數次方時，我們能否也可以建構出完全族呢？顯然，第一個進入眼簾的是n = 6，不要說是MOLS(n)的完全族，是否有兩個互相垂直的6階拉丁方陣，都曾經絞盡不少組合數學家的腦汁哩！


尤拉顯然早就意識到互相垂直的6階拉丁方陣不容易找到，所以他猜測當n≡2 (mod 4)時，MOLS(n)並不存在；當然這還需要加上下述的理由。


定理4.8. 令A1⊥A2且B1⊥B2，則
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證明：由兩指法則不難可以證明這個結果（作業）。          ■


推論4.9. 令n =
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，其中p1 , p2 ,…, pt為相異質數，而且ri 
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 1，則彼此互相垂直的n階拉丁方陣數M(n)
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尤拉猜測（Euler Conjecture）對於所有的n≡2 (mod 4)，不存在有兩個互相垂直的n階拉丁方陣。


馬克尼希猜測（MacNeish Conjecture） 推論4.9中的不等式是等式。

		



		

		尤拉猜測

		



		

		馬克尼希猜測

		





馬克尼希猜測顯然是比尤拉猜測要求更多，然而，由於尤拉猜測的不正確性也宣告了馬克尼希猜測是錯誤的。


首先，我們先說說尤拉猜測正確的部分。當n = 2，的確找不到互相垂直的2階拉丁方陣，而n = 6時，證明找不到互相垂直的6階拉丁方陣則不一樣了。首先，在1900年左右Tarry花了九牛二虎之力，將所有的6階拉丁方陣在分類（排列）之後兩兩加以比較而宣稱下列結果。


定理4.10. 不存在有任何的MOLS (6)。


在半信半疑的情況下，大家接受了這個事實；然而，直到1984年，Doug Stinson終於找到了一個簡短的證明，這篇論文發表在JCT(A)中，結束了人們的疑慮。至於尤拉猜測錯誤的部分，則是更精彩，除了10階拉丁方陣外，需要更好的組合設計來協助，這一個部分留待第三章再介紹。以下是互相垂直的兩個10階拉丁方陣，E.T.Park與Bose及Shrikhande在1959年分別宣稱推翻了尤拉猜測，然而Bose及Shrikhande兩人的工作似乎獲得較明確的肯定，這應該歸功於他們完整的工作，也就是對於所有的n≡2 (mod 4)，n 
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 10，都能建構2個MOLS(n)，而不是只有10階拉丁方陣。
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兩個互相垂直的10階拉丁方陣


定理4.11. 對於所有的n，除了1,2,6之外，M(n) 

[image: image19.wmf]³


 2。
證明：n≡2 (mod 4)留在第三章證明。                    ■


垂直拉丁方陣需要利用組合設計來協助建構，而反過來，我們也可以利用它來建構組合設計，參考第二章。另一方面，在實驗設計上，它也扮演非常重要的角色。

定義4.12.（正交表或垂直陣列 Orthogonal Array）一個深度（Depth）為k，秩為n的正交表OA(k,n)是一個k ×n2的陣列，A=[ai,j]，陣列中的元素來自Zn，而且滿足任兩列的垂直有序對所成的集合恰為Zn ×Zn。

以下是一個OA(4,3)的例子。
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由定義，如果我們令每一行代表一個向量，則由OA(k,n)所定義出來的n2個向量，彼此之間最多只有一個位置可能一樣，這樣的現象也適合應用於編碼理論。另外，下述的對應也是非常重要的。


定理4.13. 一個OA(k,n)與k-2個互相垂直的n階拉丁方陣的存在性是等價的。
證明：可以直接由定義推得（作業）。                     ■


一般而言，垂直陣列有一個更寬鬆的定義方式。


定義4.14.（部分垂直陣列） 一個k ×m的陣列B = [bi,j] k×m稱為是一個深度為k的部分n維垂直陣列POA(k,n)，如果滿足下列的條件：

(1) bi,j
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Zn。

(2) 對於任意的1
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i1≠i2
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k及1
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j1≠j2
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由定義可以看出來m

[image: image30.wmf]£


 n2 (？)，但是k卻有可能比n + 1大 (？) 。

除了垂直陣列外，我們也可以利用垂直拉丁方陣圖來增加對垂直拉丁方陣的瞭解。

定理4.15.（垂直拉丁方陣圖，Orthogonal Latin Square Graph，OLSG） 一個n階拉丁方陣圖(V,E)是以一些n階拉丁方陣所成的集合V為點集合，而兩點相鄰的充要條件為對應的兩個拉丁方陣互相垂直。


[image: image45.wmf]b
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究竟哪一個圖可以轉換成OLSG是在這方面研究的主要內容。例如完全兩部分圖即可能實現，見下圖4.2，當然要每一部份的點數不太多。一旦點數多了，就需要階數較大的拉丁方陣才可以辦到。
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Ks,t
圖4.2
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定義4.16. Spec(G) = { n∣用n階拉丁方陣可以建構出與G同構的垂直拉丁方陣圖 }。


例：G＝P3，則Spec(G) = N﹨{1,2,6} = N'。

   G＝C4，則Spec(G) = N'。

由於下面的定理，我們可以確信任何圖都可以是OLSG，只要n夠大即可。


定理4.17.[Lindner et. al.] 任一個圖G，一定存在一個正整數n0，使得對於所有的n 

[image: image31.wmf]³


 n0，n

[image: image32.wmf]Î


Spec(G)。

上述定理的證明在此省略；如何找到較小的n0是一個有趣，但不太容易的問題。例如：當G＝P4時，最小的n0是多少呢？為了進一步瞭解Spec(P4)，下面的定理是有幫助的。


定理4.18.[Heinrich and Zhu] 令A1與A2為互相垂直的n階拉丁方陣，則只要m

[image: image33.wmf]³


3n，A1與A2可以分別嵌入於兩個互相垂直的拉丁方陣B1與B2。


利用定理4.18.，我們不難求出下面問題的結果。


命題4.19. 對於所有的n

[image: image34.wmf]³


12，n
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 Spec(P4)。
證明：由定理4.18，我們可以將兩個互相垂直的4階拉丁方陣L1與L2嵌入於兩個互相垂直的n階拉丁方陣M1與M2，其中n

[image: image36.wmf]³


2，而且L1與L2為一垂直4階拉丁方陣的完全族中的兩個，也就是說，另外存在有一個4階拉丁方陣L3，L3⊥L1且L3⊥L2，由圖4.3，我們可以看出來n
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 Spec(P4)。                                
■
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圖4.3


垂直拉丁方陣尚有很多可以探討的性質，我們將在第三章再繼續介紹。


作業


1. 試證明當n為質數次方時，M(n) = n-1。

2. 試證明當M(n)

[image: image38.wmf]³


 n-2時，M(n) = n-1。

3. 試證若存在有一個OA(k,n)，則必存在k-2個MOLS(n)。

4. 試求min Spec(P4)。

(*)
5. 令L與M為任意兩個n階拉丁方陣。定義L

[image: image39.wmf]Ù


M為集合

{( li,j,mi,j) | 1
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i,j
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n }，我們稱L與M為r-垂直若且唯若 |L

[image: image42.wmf]Ù


M| = r，試求所有可能的r。

6. 試求max{ |L

[image: image43.wmf]Ù


M| | L , M為6階拉丁方陣}。

(*)
7. 試求Spec(P5)。

(***)8. 任給一個拉丁方陣L，若已知它和某一個拉丁方陣M互相垂

直，試由L求出一個與L垂直的拉丁方陣。

9. 對於任一個數m=4k+2，k

[image: image44.wmf]³


 1，試求出一個m階拉丁方陣L，它不會和其他的m階拉丁方陣垂直。

10. 令L與M為兩個互相垂直的拉丁方陣，L'為由L交換第一列與第二列所得到的拉丁方陣。試證L'與M不互相垂直。
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5. 全截集（Transversal）

首先，我們假設有一個n ×n -方格的田地，上面依拉丁方陣的架構，分別種植n種不同的植物各n株，如果它們彼此之間在同行或同列都有可能互相影響，試問，我們可不可能在這田地上選出n株品種不同而且不互相干擾的植物呢？換句話說，把這些實驗轉換成拉丁方陣之後，我們在尋找n個位置，不同行也不同列，它們填入的元素都不一樣。顯然，若是按等羃拉丁方陣的方式來種植，對角線上的位置恰好滿足我們所需要的性質。然而，就一般拉丁方陣而言，它的存在性是值得研究的問題。


定義5.1.（全截集）一個n階拉丁方陣中，n個不同行不同列的位置，若是填入的元素也都不相同，則這n個位置稱為是此拉丁方陣的全截集。


為了方便解釋，我們用截集來代表n階方陣中的n個位置，它們兩兩都不在同一列上，也不在同一行上。這時候如果填入的元素都不一樣，按上述定義即為此拉丁方陣的一個全截集，不然我們稱之為部分截集或簡稱截集。


令T代表n階拉丁方陣L的一個截集，則我們以
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代表在此截集中不同元素的個數，於是
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 n，而等號成立時，T為一個全截集。一個拉丁方陣一定會有一個全截集嗎？


命題5.2. 令L為一個具有垂直對（Orthogonal Mate）的拉丁方陣，也就是存在有一M，使得L⊥M，則L具有互斥的n個全截集。


命題5.3. 令A與B分別為奇數階及2階拉丁方陣，則A ×B不含任何的全截集。
證明： 我們可以把A ×B看成是含有四個與A階數一樣的拉丁子方陣。如圖5.1，則證明就很容易完成。（作業）
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圖5.1  A ×B

為了研究截集T的大小，亦即
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，我們可以採用邊著色的概念來協助。


定義5.4. （邊著色） 一個圖G的邊著色是一個由E(G)映至{1,2,…}的函數φ，它滿足如果uv

[image: image6.wmf]Î


E(G)，則φ(u)≠φ(v)。

所以，|φ(E(G))|為該邊著色所使用的顏色數，我們令所需要的最少顏色數為圖G的邊著色數，以χ'(G)表示。由定義，我們立刻得到以下的結論：χ'(G)

[image: image7.wmf]³


Δ(G)。至於χ'(G)的上界，Vizing提供了最好的答案。

定理5.5.（Vizing） 當G為簡單圖時，χ'(G)
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Δ(G)+ 1。

定理5.6.（Vizing） 如果G是重邊圖，而重邊度（Multiplicity）為μ，則χ'(G)
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Δ(G)+μ。


這兩個定理都是圖論的基本定理，在此不加以證明，但是我們將利用它來說明截集的大小。首先，我們發現一個n階拉丁方陣和Kn,n的一個邊著色有對應的關係：即令li,j為邊{i,j}所塗的顏色。因此，一個拉丁方陣的截集將對應於Kn,n中的一個完全配對或是一因子（1-factor），於是，截集的大小就等於是這個配對上面的不同顏色數了。更清楚地說，一個全截集就對應一個塗上不同顏色的一個完全配對，又稱為是一個彩虹（Rainbow）。所以，我們把截集大小的研究轉換成彩虹的尋找，或者要是辦不到，就尋找具有越多顏色的配對越好。下列的定理最早由Koksma所獲得（1968）。我們用拉丁方陣的性質來證明這個結果。下個定理再由圖著色方式證明。


定理5.7. 令T為一n階拉丁方陣的截集，則
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]n
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證明：令
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=t，不失一般性，我們可以假設填入不同數字為0,1,2,3,…,t-1，而且它們的位置可以經由換行或換列而出現在對角線上，如圖5.2所示。這時候在D中所填入的元素必然全部都是在{0,1,2,…,t-1}這個集合中。所以，比t-1大的元素出現在C中的個數恰為(n-t)2。現在如果t+
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]³


n，則只要n
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7，t
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]n
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，定理得證。（當n<7時可以由拉丁方陣看出來，不再多做核對）。所以，考慮t +

[image: image19.wmf]t


<n。因此(n-t)2>t，由鴿籠原理，C的t行中，至少有一行（第j+1行）它含有兩個比t-1大的元素a與b。


於是，j一定不會出現在D中（？），所以j在B中出現n-t次，亦即B中的每一行都有j，再來，只要j出現在B中的第p列，則第j+1列的第p個元素一定要小於或等於t-1。不然的話，令這個位置填c> t-1，則可以產生一個填t+1個不同元素的截集，此與假設不合。現在，再看第j+1列，在B的部分，每一個元素必然會
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 t-1，不然，也會有大一點的截集，所以2(n–t)+1
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 t，亦即t
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圖5.2
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圖5.3

Koksma的結果不久分別被Brouwer及Woolbright改進，不久又被Shor改善，而最精確的計算則要歸功於林士強的努力。以下的定理證明是採用Woolbright的觀念，在此僅摘要地說明。


定理5.8. 在一個n階拉丁方陣中必存在一個截集T，
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。
證明：如圖5.3所示，假設由n階拉丁方陣所轉換出來的的完全二分圖Kn,n=(A,B)，A={a1,a2,…,an}，B={b1,b2,…,bn}，而Kn,n上對應邊著色為
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，不失一般性我們假設T為最大的截集，且
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=t，而T所對應的不同顏色邊含a1b1，a2b2，…，atbt，顏色為1,2,…,t。現在看顏色t+1，A1中的點，每點都會碰到t+1這個顏色（？），所以將不在B1，而且連到A1中點的那些點放在一起形成一集合B2，| B2| = n-t，再看與B2對應的點，A2（bi
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B2若且唯若ai
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A2），考慮t+2這個顏色在B1集合上的點所碰到的邊；則這些邊連到的集合A3。（？）接著再看碰A1的點，顏色為t+3，則連到B4中的點，一直到全部顏色都考慮到，則得到(n-t)2
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]t


，於是
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定理5.9.[Shor] 在一個n階拉丁方陣中，必存在一截集

[image: image41.wmf] 


T
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定理5.10.[Fu and Lin] 在一個n階拉丁方陣中，必存在一截集T，
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對於截集的大小，最有名的問題當屬於由Ryser所提出的截集猜測。


截集猜測：在n階拉丁方陣中，必存在一個截集T，
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]³


n-1，而當n為奇數時，可以找到一個全截集。


到現在為止，定理5.10算是最好的結果，要獲得更好的結果勢必有更好的觀念才有希望，讓我們拭目以待。


從完全二分圖尋找彩虹的構想，我們可以找一個存在於完全圖中的彩虹，所不同的是，這雖然是一個證明很長的定理，但是，這個彩虹的確是存在，以下是發展的過程。

定理5.11.[Woolbright] 對於K2n的任何一個(2n-1)-邊著色，都可以找到一個具有n-1個邊的配對，這n-1邊的顏色都不相同。

定理5.12.[Woolbright & Fu] 對於K2n的任何一個(2n-1)-邊著色，都可以找到一個彩虹。
證明：證明的基本概念如下：首先，由定理5.11，我們可以找到
n-1個邊a1b1，a2b2，…，an-1bn-1，它們的顏色分別為1,2,…,n-1，如圖5.4(a)，令與此n-1邊合成一個完全配對的邊ab，而且ab的顏色為1。於是，我們考慮與a,b相鄰的邊，而且它們的顏色是n+1,…,2n-1，令這些邊所成的集合為E，則
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=2n。由鴿籠原理，我們知道若非有一aibi 與E中的4個邊相鄰，就是有aibi及ajbj它們分別與E中的3個邊相鄰，如圖5.4(b)，接著就是換色的工作了，詳細可以參考JCD，6，1998的論文。
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圖5.4 (a)                  圖5.4 (b)

這個定理回答了A. Rosa的問題，然而一個更一般性的問題卻一直尚未有明確的答案。

問題：對於K2n的任何一種正規著色（即邊著色）是否都可以找到一個彩虹？


問題：對於K2n的(2n-1)-邊著色，互斥的彩虹最多有幾個？


作業


1.
證明命題5.3。


2.
試以簡單的論證，證明n階拉丁方陣的截集中一定有一個T，
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  (*)3.
試證有一個T，
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 (**)4.
試證K2m+1的任一個(2m+1)-邊著色皆存在有一個配對，它有m個邊，而且這m個邊的顏色都不同。


(***)5.
試證若是一個n階拉丁方陣有一個全截集T，則必定存在另一個與T互斥的全截集。


(***)6.
試找出一個求最大截集的演算法。
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6. 特殊的拉丁方陣

在討論特殊的拉丁方陣之前，我們再一次強調同型拉丁方陣的重要性，表面上看過去不一樣的的兩個拉丁方陣，往往是同型（Isotopic）的方陣。例如4階的576個拉丁方陣，實際上可以分成兩類同型的方陣，如圖6.1，更不可思議的是5階的161,280個拉丁方陣也是可以分成兩類（作業）。
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圖6.1不同型的4階拉丁方陣

由於拉丁方陣的分類，要研究特殊拉丁方陣顯然有些幫助，然而，不同型的拉丁方陣並非如 4 階， 5階一樣都是少數幾個而已，例如當我們考慮 6 、 7 、 8 階拉丁方陣時，它們分別有 22 ， 563 ，及 1,676,257 個，當 n = 9 時，數字也就非常龐大了，這也可以由目前已經算出來 9 階拉丁方陣的個數看出一二 ; Bammel 及 Rothstein 算出來 9 階拉丁方陣 (用電腦) 一共有 l9=9!*8!*377,597,964,258,816個，於是不同的 9 階拉丁方陣至少有 l9/(9!)3 。由上面資訊，我們不難想像為何利用電腦來尋找出 3 個彼此互相垂直的 10 階拉丁方陣會這麼困難，但是，無論如何，對於低階拉丁方陣的特殊性，同型方陣的確貢獻不少，例如， 5 階拉丁方陣的兩型中，一型就是由 Z5 所產生的循環群。

當然，我們也可以討論所謂的同構方陣，亦即換行，換列，換元素均採用同一排列，如此一來，不同構的方陣自然可能比不同型的方陣多 ; 因為同構者必同，例如， 5 階拉丁方陣就有 6 個同構類，
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如圖6.2 。
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               圖6.2 不同構的 5 階拉丁方陣

我們特別說明一下，不同構的 6 階拉丁方陣一共有109各。

除了同型，同構的分類之外，我們再說明一種”共軛”的概念，它不像前兩者可以函蓋很多拉丁方陣，但是它也很自然地由一個方陣製造出另外的 5 個方陣，而這 6 個方陣之間維持著很高的相關性。

定義 6.1. 令 L=[li,j] 為一個 n 階拉丁方陣對應於擬似群  


<Zn , * > ，則 L 可以定義成 {(x,y;z) | x,y(Zn 且 x*y=z} 。

命題 6.2. 令 L={(x,y;z) | x,y(Zn 且 x*y=z} 為對應於 <Zn , * > 的一個 n 階拉丁方陣，則 L(12)= {(y,x;z) | x,y(Zn 且 x*y=z} 亦為一拉丁方陣。同理 L(13)= {(z,y;x) | x,y(Zn 且 x*y=z} ， L(23)= {(x,z;y) | x,y(Zn 且 x*y=z} ， L(123)= {(z,x;y) | x,y(Zn 且 x*y=z} 及 L(132)= {(y,z;x) | x,y(Zn 且 x*y=z} 皆為 n 階拉丁方陣。

證明: 略。                                           █

   上述 5 個由 L 轉換而得到的拉丁方陣皆稱為是 L 的共軛 (Conjugate) 拉丁方陣 ; 不過，我們要特別注意的是，很可能是 5 個共軛的拉丁方陣和原拉丁方陣是一樣的拉丁方陣。

命題 6.3. 令 L 為一拉丁方陣，則 L 的所有不同的共軛拉丁方陣個數 (含自己) 為 1 ，或 2 ，或 3 ，或 6 。

證明: 作業。                                         █

   由上面的命題，我們不難想像到所有共軛拉丁方陣都一樣的拉丁方陣必定要滿足以下的條件 : 

若 x(y=z ，則 x((x(y)=y 且 (x(y) (y=x。…………………………(1)


以下的兩個定義在前面已敘述過，在此再一次提出說明。

定義 6.4. 滿足條件 (1) 的拉丁方陣稱為是全對稱 (Totally Symmetric) 拉丁方陣。

定理 6.5. 若拉丁方陣 L 所對應的擬似群 (Zn , *) 滿足對於所有的 x,y(Zn ， x((y(x)=y ，則 L 為一個半對稱 (Semi-symmetric) 拉丁方陣。

所以，從擬似群出發，只要增加條件就可以定義出很多不同的特殊拉丁方陣。這些著名的恆等式在泛代數 (Universal Algebra) 的研究中有較仔細的分析，以下就列出一些比較知名的式子。

(1) ( a ， a2=a                   (Idempotent ， 等冪) 。

(2) ( a , b ， a2=b2                (Unipotent ， 冪等) 。

(3) ab=ba                        (Commutative ， 交換律) 。

(4) (ab)b=a                       (Sade’s right “key” law) 。

(5) b(ba)=a                       (Sade’s left “key” law) 。

(6) a(ba)=b                       (Right Semi-symmetry) 。

(7) (ab)a=b                       (Left Semi-symmetry) 。

(8) a(ab)=ba                      (Stein’s first law) 。

(9) a(ba)=(ba)a                    (Stein’s second law) 。

(10) a(ab)=(ab)b                   (Schröder’s first law) 。

(11) (ab)(ba)=a                    (Schröder’s second law) 。

(12) (ab)(ba)=b                  (Stein’s third law) 。

(13) ab=a                      (Sade’s right translation law) 。

(14) ab=b                     (Sade’s left translation law) 。

(15) (ab)c=a(bc)                (Associative law) 。

(16) a(bc)=c(ab)                (the law of cyclic associativity)。

(17) a(bc)=c(ba)                (Abel-Grassmann’s law) 。

(18) (ab)(bc)=ac                (Stein’s fourth law) 。

(19) (ab)(ac)=bc                (Stein’s fifth law) 。

(20) (ab)(ac)=cb                (Schweitzer’s law) 。

(21) (ab)(ca)=[a(bc)]a            (the Bruck-Moufang identity) 。

(22) [(ab)c]b=a[b(cb)]            (the Moufang identities) 。

(23) [(bc)b]a=b[c(ba)]            (the Moufang identities) 。

(24) [(ab)c]b=a[(bc)b]            (Bol identity) 。

(25) [(ab)c]a=a[b(ca)]            (the extra loop law) 。

(26) a[b(ca)]=cb                (Tarski’s law) 。

(27) a[(bc)(ba)]=c               (Neumann’s law) 。

(28) (ab)(ca)=(ac)(ba)            (the specialized medial law) 。


(29) (ab)(cd)=(ad)(cb)            (the first rectangle rule) 。

(30) (ab)(ac)=(db)(dc)            (the second rectangle rule) 。

(31) (ab)(cd)=(ac)(bd)            (the medial law) 。

  除了利用擬似群結構來找特殊的拉丁方陣，另外，我們也可以利用組合性質來發現特殊的方陣。


定義 6.6. 令 L=[li,j] 為一 n 階拉丁方陣。若是集合 {( li,j, li,j+1)  | i(Zn ，j(Zn\{n-1}} = (Zn(Zn)\{(k,k) | k(Zn} ，則 L 稱為是一個列完全 (Row-complete) 拉丁方陣。如果{( li,j, li+1,j)  | j(Zn ，i(Zn\{n-1}} = (Zn(Zn)\{(k,k) | k(Zn} ，則 L 為一行完全 (Column-complete) 拉丁方陣。同時為列完全及行完全拉丁方陣的 L 稱為是完全拉丁方陣。


  這樣的拉丁方陣拿來做實驗時也可以兼顧到相鄰兩種”作物”亦可以獲得適當的比較，以增加此實驗設計的正確性。下面的定理，一口氣舉出非常多的完全拉丁方陣，而它的基本概念來自於差集 (Difference set) 。

定理 6.7. 令 n=2m ，則以 (0, 1, 2m-1, 2, 2m-2, 3,…, m+1,m) 為第一列，而第 i 列 (i =2, 3,…, n) 為由第一列的每個元素加上第一列的第 i 個元素 (mod n) 所獲得 ; 如此所得到的方陣為一完全拉丁方陣。

證明: 可以由左右兩個元素的差看出來它是列完全拉丁方陣，再加上對稱的現象，所以定理證。                            █

如果是奇數階，要製造完全拉丁方陣就沒有這麼容易了。


問題: 奇數階的完全拉丁方陣存在嗎?

作業


1.
試證圖6.2的5階拉丁方陣，除了第一個之外，其它的5個為同型的拉丁方陣。


2. 證明命題6.3。

3. 試證全對稱拉丁方陣對於任何階數皆存在。

(*)4.
試證一個n階等冪全對稱拉丁方陣存在的充要條件為n

[image: image1.wmf]º


1或3 (mod 6)。


5.
舉例說明滿足Schweitzer's law的拉丁方陣（階數至少為3）。


6.
舉例說明一個列完全拉丁方陣不一定是完全拉丁方陣。
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TR 6.4 G EEF () fUE T WA AL 2 B (Totally

-

Symmetric) ¥ 7 [ -

EF 6.5, FE T W L OFE R (Ze ) d LB
BY x,yeZy, > x*(y*x)=y - H|| L i~ {4 & (Semi-symmetric) ¥

o llﬁj o

el e B R o pURIET R ik p ) B AR 2T fﬂ Uﬁjﬁ?ﬁ
OO xﬂﬂijﬁf’. BpvTY 27007 B (Universal Algebra) fUfptse 1

R TR N B (SN el s (R (T R

()Va > a’=a (Idempotent > &) -
(2)yVa,b » a’=b? (Unipotent - E I7) -
(3) ab=ba (Commutative » D HiHE) o
(4) (ab)b=a (Sade’s right “key” law) -°
(5) b(ba)=a (Sade’s left “key” law) -
(6) a(ba)=b (Right Semi-symmetry) o
(7) (ab)a=b (Left Semi-symmetry) o
(8) a(ab)=ba (Stein’s first law) o

(9) a(ba)=(ba)a (Stein’s second law) o
(10) a(ab)=(ab)b (Schroder’s first law) o
(11) (ab)(ba)=a (Schroder’s second law) °
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(12) (ab)(ba)=b

(13) ab=a

(14) ab=b

(15) (ab)c=a(bc)

(16) a(bc)=c(ab)

(17) a(bc)=c(ba)

(18) (ab)(bc)=ac

(19) (ab)(ac)=bc

(20) (ab)(ac)=cb

(21) (ab)(ca)=[a(bc)]a

(22) [(ab)c]b=a[b(cb)]

(23) [(be)bJa=b[c(ba)]

(24) [(ab)c]b=a[(bc)b]

(25) [(ab)c]a=a[b(ca)]

(26) a[b(ca)]=cb

(27) a[(bc)(ba)]=c

(28) (ab)(ca)=(ac)(ba)
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(Stein’s third law)

(Sade’s right translation law) o

(Sade’s left translation law)

(Associative law)

(the law of cyclic associativity) °

(Abel-Grassmann’s law)

(Stein’s fourth law)

(Stein’s fifth law)

(Schweitzer’s law)

(the Bruck-Moufang identity)

(the Moufang identities)

(the Moufang identities)

(Bol identity)

(the extra loop law)

(Tarski’s law)

(Neumann’s law)

(the specialized medial law)



(29) (ab)(cd)=(ad)(chb) (the first rectangle rule)
(30) (ab)(ac)=(db)(dc) (the second rectangle rule)
(31) (ab)(cd)=(ac)(bd) (the medial law)
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(Difference set)
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7. gEH I (Magic Square)
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7. 魔方陣（Magic Square）

魔方陣的存在恐怕已有數千年了，由於它曾經被用來卜卦用，而且也在武俠小說中被形容成是一種非常高深而且神秘的數術，所以幾乎所有對數字有趣味的人都曾嘗試著去想想如何建構這令人著迷的方陣。在這一節中，我們主要是想介紹互相垂直的拉丁方陣可以用來建構這類的方陣。


定義7.1. 一個n階魔方陣是一個n ×n的陣列M=[mi,j]，同時滿足
 (i) { mi,j∣1
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n }={1,2,…,n2}及
   (ii) 
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簡單地說，一個魔方陣的行和，列和，主對角線和及副對角線和都相等，於是這個和Sn = (
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)/n。以下是n = 3,4,6的例子。（圖7.1）
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圖7.1. 魔方陣（n = 3,4,6）

在討論魔方陣的建構之前，我們先看看一類要求較少的的鬼方陣，在這方陣中，仍然用1,2,…,n2來填成n ×n的陣列，不過，我們只要求行和和列和要全部相等。


引理7.2. 如果存在兩個互相垂直的n階拉丁方陣，則n階鬼方陣存在。
證明：令L⊥M，L=[li,j]及M=[mi,j]，現在我們建構鬼方陣G = [gi,j]，其中gi,j=1+li,j+n*mi,j。由於li,j，mi,j
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Zn，而且L⊥M，所以{ gi,j∣1
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i , j
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n }={1,2,…,n2}，而且行和和列和皆為n+

[image: image11.wmf]n


i


n


n


n


n


i


å


=


÷


÷


ø


ö


ç


ç


è


æ


-


+


÷


÷


ø


ö


ç


ç


è


æ


-


=


2


1


2


1


2


1


。















■


我們不能保證對角線和的理由，顯然和L與M的選擇有關，為了能像引理7.2的形式，我們需要考慮比較特殊的拉丁方陣。


定義7.3. 一個對角（Diagonal）拉丁方陣L=[li,j]是一種特殊的拉丁方陣，它的主對角線及副對角線上的n個元素分別都不相同，也就是說{ li,i∣i=1,2,…,n}= Zn={ li,n-i+1∣i=1,2,…,n}。
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圖7.2.  4階對角拉丁方陣


我們不難發現3階對角拉丁方陣是不存在的，而一般的階數又如何呢？的確，對於n

[image: image13.wmf]³


4，對角拉丁方陣都存在，然而，要建構這些拉丁方陣是要花不小的力氣。在這裡就以2個比較特殊的情況加以說明。


引理7.4. 對於所有不為3的倍數之奇數n，都存在一個n階對角拉丁方陣。


證明：令
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 (mod n)（其中
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>
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）為4個與n互質的數，同時L=[li,j]，為一個n階拉丁方陣，其li,j=(i-1)
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+(j-1)
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。則L為一對角拉丁方陣（？）。現在，由於n不為3的倍數且為奇數，所以令
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=2,
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=1，引理得證。









■

引理7.5. 假設n=2k，k
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2，則存在一個n階對角拉丁方陣。
證明：首先當k=2及k=3時，4階及8階對角拉丁方陣存在，如圖7.3，再利用遞迴建構法，即可證明此引理（
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=n1*n2）。令A為n1階對角拉丁方陣，而B0,B1,…,

[image: image29.wmf]1


n


1


B


-


為同構的n2階對角拉丁方陣，而且Bi為基於集合{in2,in2+1,…,in2+n1-1}，i=0,1,2,…,n1-1的方陣。於是，用Bi取代A中的i，我們得到一個n1n2階對角拉丁方陣（？）。
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圖7.3.  8階對角拉丁方陣


顯然，我們需要有更大的努力才能完成所有可能的對角拉丁方陣，在這裡我們只敘述最後的成果。

定理7.6. 對於所有的n
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4，皆存在有n階對角拉丁方陣。


可是只有一個n階對角拉丁方陣對於魔方陣的建構並沒有多大的用途；從觀察，我們可以看出來，兩個互相垂直的拉丁方陣就可以用來建構魔方陣。


定理7.7. 若存在兩個n階互相垂直的對角拉丁方陣，則必存在一個n階魔方陣。
證明：和引理7.4相似。









■

很幸運的是上述的拉丁方陣是存在的，這也間接證明了任意n階魔方陣皆存在。


定理7.8.（Du, et.al.）除了2，3，6之外，皆存在有兩個互相垂直的n階對角拉丁方陣。


除了上述基本的魔方陣，具有特殊性質的魔方陣也是研究學者的最愛。


定義7.9.（泛對角的魔方陣，Pandiagonal） 一個魔方陣M= [mi,j]，如果對於所有的j=0,1,2,…,n-2，
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，則M又稱為是泛對角的魔方陣。
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圖7.4.  7階泛對角的魔方陣

泛對角魔方陣的研究也有一些好的成果，但是有些階數是不存在的，以下是綜合的結果，至於如何建構可以參考林志杰同學（淡江）的碩士論文，他不但對已知的結果給予一個證明，更計算出他那一類型泛對角魔方陣的個數。


定理7.10. n階泛對角魔方陣存在的充要條件為n
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4且n
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2 (mod 4)。
證明：必要條件（作業）。


充分條件（省略）。









■

最後，我們補充說明，魔方陣可以用來建構特殊碼（Code），它具有相當好的性質。


作業


1. 建構一個5階魔方陣，同時它是泛對角的魔方陣。


2. 證明引理7.4。


3. 證明引理7.5。


4. 證明對於所有的n

[image: image37.wmf]º


2(mod 4)，n階泛對角魔方陣不存在。


(*)5.  可否由一個n階的魔方陣，（n

[image: image38.wmf]¹


2, 6），求得兩個互相垂直的
      n階拉丁方陣，請解釋理由。
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8. Room方陣

這是一種和拉丁方陣相似的方陣，在近代設計理論的發展中是非常重要的一種設計。最早提出這個概念的是T.G.Room，他在1955年左右說它是一種新型的魔方陣，其實它與魔方陣相去甚遠，以下的定義可以讓你有更多的瞭解。


定義8.1. 一個2n階的Room方陣是一個具有2n個元素的(2n-1)

[image: image1.wmf]´


(2n-1)陣列，每個位置可以選擇填或不填；填入元素的位置每次填入兩個元素，填好之後，2n個元素中的任兩個恰好出現一次，而且每一行，每一列，每一個元素都恰好出現一次。


以下是兩個8階的Room方陣。
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圖8.1


從n = 4開始舉例子，最主要的原因是當n = 2及n = 3的時候，2n階Room方陣並不存在（？）。而且值得一提的是圖8.1的兩個例子都是循環的例子，同時，我們不難發現，不論是從行看或列看都是K8的1-分解，所以下列的性質並不令人驚奇。


定理8.2. 一個2n階的Room方陣等價於存在兩個等羃對稱的2n-1階拉丁方陣Lr及Lc，它們同時滿足下列兩個條件：


(i)
如果Lr(x,y)=Lc(x,y)=

[image: image4.wmf]a


，則x=y=

[image: image5.wmf]a


。


(ii)
若a

[image: image6.wmf]¹


b，則最多只有一個有序對(x,y)使得Lr(x, y)=a且Lc(x, y)=b。
證明：首先，如果一個2n階的Room方陣存在，則可以換行及換列，使得在對角線的位置分別依次為0,1;0,2;…;0,2n-1。現在，定義當(x,y)出現在第a列及第b行，a

[image: image7.wmf]¹


b，令Lr(x, y)=a以及Lc(x, y)=b。接著，再令Lr(x,x)=Lc(x,x)=x，則Lr及Lc為所求；反過來，有Lr及Lc亦可證明Room方陣存在，這裡需要(i),(ii)兩個條件來保證其存在性。■


上述定理所提到的兩個拉丁方陣，也被稱為是Room配對（Pair），對於Room方陣的建構有很大的幫助。


定理8.3. 若是2m階及2n階的Room方陣存在，則(2m-1)(2n-1)+1階的Room方陣亦存在。
證明： 這裡主要是利用垂直拉丁方陣的乘積亦垂直的性質，細節省略。














■


有關Room方陣的研究，經過了多年的努力，最後終於由W.Wallis綜合前人的努力及自己的成果證明了以下非常出名的結果。

定理8.4. 除了n = 2及3之外，任意的2n階Room方陣皆存在。


為了建構特殊的設計，如圈系（Cycle System），我們需要一些特殊結構的Room方陣。


定義8.5.（Skew Room Square） 一個Room方陣R，如果對於所有的1

[image: image8.wmf]£


i<j

[image: image9.wmf]£


2n-1，R(i, j)與R(j, i)恰有一個位置不是空的，而且R(i,i)不是空的，則R稱為是一個階數為2n的Skew Room方陣。


圖8.1(a),(b)為這樣的例子。為了達到特殊建構的目的，我們也可以研究特殊形狀（Frame）的Room方陣。

定義8.6.（2n階{S1,S2,…,St}-Room方陣R） 


 R滿足下列條件：


(1) S1

[image: image10.wmf]È


S2

[image: image11.wmf]È


È


  


  


L


 St={1,2,…,2n-1}。

(2) R(i, j)為空的若且唯若(i, j)

[image: image12.wmf]Î


 Sk

[image: image13.wmf]´


Sk，k=1,2,…,t。


(3) R為一個2n階的Room方陣。

為了方便起見，{S1,S2,…,St}-Room方陣的形式以
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表示之。例如下面的例子為一般形式26的Room方陣。
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圖8.2.  26-Room方陣


作業


1. 試證4階及6階的Room方陣皆不可能存在。

2. 建構一個24-Room方陣。


3. 驗證定理8.2。
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第2章 史坦納三元系

如何在一個具有v個元素的集合X中，找出一族k個元素的子集合B，使得X中任意的兩元素都恰好包含於B中的

[image: image342.wmf]個集合是區組設計（Block Design）的主要工作；這樣的區組設計（X,B）在k<v的情況下，稱為是平衡不完全區組設計（Balanced Incomplete Block Design），簡稱為BIBD，也可以用（v,k,

[image: image2.wmf]l


）-設計表示之。這個設計的基礎集是X，而B則為所有區組所成的集合。

每一個X中的元素在不同區組出現的次數用
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表示，則
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也可以直接計算出來。於是
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皆為正整數自然是一個區組設計（X,B）存在的必要條件，以下皆以”自然的必要條件”稱之。是否所有滿足自然的必要條件之參數組（v,k,

[image: image8.wmf]l


）皆可建構出一個（v,k,

[image: image9.wmf]l


）-設計，則是研究組合設計的主要問題。迄今雖然有一些反例，卻也是少數；一般而言，尚未完全解決。然而，當k=3且

[image: image10.wmf]l


=1時，我們是可以辦到的；這樣的區組設計稱為是史坦納三元系，簡記為STS(v)，其中

[image: image11.wmf] 


 


X


=v。若是

[image: image12.wmf]l


不一定是1，則稱為是指標為

[image: image13.wmf]l


的三元系。

1. 史坦納三元系的建構（直接建構法）

早在1847年，柯克曼（T.P.Kirkman）即證明了以下的定理：

定理1.1. （v,3,1）-設計存在的充要條件為v

[image: image14.wmf]º


1或3(mod 6)。

這個定理的證明經過了一個半世紀的努力，目前已經可以用很簡短的方式來達成；第一種採用直接建構法，第二種則為遞迴建構法。本節先討論第一種建構法。


為了說明直接建構法，我們先介紹可分組設計GDD（Group Divisible Design）的概念。GDD(X,B)，和BIBD不同的地方是我們先將集合分成大小一樣的幾個組，G1,G2,…,Gm，使得

[image: image15.wmf] 
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=n，且來自同一組的任兩個元素會出現在恰好G中

[image: image16.wmf]1


l


個區組中，而來自不同組的任兩個元素會出現在恰好

[image: image17.wmf]2


l


個區組中。同一組的任兩個元素稱為是第一結合類（Associates），不同組的任兩個元素則稱為是第二結合類。為了方便起見，我們將用GDD(n,m;k;

[image: image18.wmf]1


l


,
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l


) 來代表區組大小為k的可分組設計，或是用指標為(

[image: image20.wmf]1


l


,

[image: image21.wmf]2


l


)的GDD(n,m)來表示，這個時候區組的大小是固定的正整數k。

例1. 由於拉丁方陣的存在性，我們可以很容易建構出GDD(n,3;3;0,
1)，同時除了2與6之外，對於其他的n，GDD(n,4;4;0,1)也是存在的，這與互相垂直拉丁方陣的存在相呼應。


和部分拉丁方陣相似的概念，如果我們找到一族

[image: image22.wmf]G


¢


，使得每一個元素對（同組或不同組），分別最多出現在

[image: image23.wmf]1


l


或

[image: image24.wmf]2


l


個區組中，則（X,

[image: image25.wmf]G


¢


）稱為是一個部分可分組設計（PGDD）。


例2. 一個具有洞的形式為2t之拉丁方陣，對應於一個部分可分組設計PGDD(2t,3;3;0,1)，其中，如果H={{1,2},{3,4},…,{2t-1,2t}}為洞的集合，則當{i,j}

[image: image26.wmf]Î


H時，{(i,l1),(j,l2)}，1

[image: image27.wmf]£


l1
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l2

[image: image29.wmf]£


3，為尚未出現於任何區組的元素對；這裡的(i,l1)代表第l1組的第i個元素。


在說明建構方法之前，我們還需要幾個例子。以下我們用STS(v)來代表一個（v,3,1）-設計。

例3. STS(7)存在。令X=Z7及B={{1+i,2+i,4+i}| i

[image: image30.wmf]Î


Z7}。


例4. STS(9)存在。令X=Z9及B={{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{1,4,7},
{2,5,8},{3,6,9},{1,5,9},{2,6,7},{3,4,8},{1,6,8},{2,4,9},{3,5,7}}。


例5. STS(13)存在。令X=Z13及B={{1+i,2+i,5+i},{1+i,3+i,8+i}| i

[image: image31.wmf]Î



Z13}。


例6. STS(15)存在。
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現在我們可以直接建構一個STS(v)，v=6k+1或v=6k+3。首先，我們先建構一個部分可分組設計PGDD(2k,3;3;1,1)，（X,

[image: image33.wmf]G


¢


）。令X={(i,l)| i
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Z2k,l
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Z3}，

[image: image36.wmf]G


¢


={{(i,l),(j,l),(L(i,j),l+1)}| i
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j，L為具有2k形式的有洞(H)對稱拉丁方陣，k
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3}。對於H={(0,1),…,(2k-2,2k-1)}，再令Xj={(2j-2,l1),(2j-1,l2)| l1,l2
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Z3}
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V，V={
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}（或{
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}），則
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X


 


j


=7（或9），j=1,2,…,k。


若（Xj,Bj）為一STS(7)（或STS(9)），則（X,
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)）為一STS(6k+1)或STS(6k+3)。對於STS(6k+3)的建構，我們需要規定在每一個Bj中皆含有{

[image: image49.wmf]1


¥


,
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,
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}這個區組。因為L的存在僅限於k
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3，所以可直接建構的STS(v)只有在v

[image: image53.wmf]³


19才能辦到，上述13及15的例子恰好補上空出的兩個位置。


2. 遞迴建構法

接下來討論遞迴建構方式，首先，我們需要遞迴的條件，即如何由小的STS來建構大的STS。由觀察，不難發現，如果由STS(v)可以建構STS(2v+1)及STS(2v+7)，則全部的STS都可以經由STS(3)，STS(7)和STS(9)建構出來，所以v
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Zv+1}。考慮以Zv+1為頂點集合的完全圖Kv+1，則這個完全圖可以分解成v個1-因子。令這些1-因子為F0,F1,…,Fv-1。現在令B2={{ai,bj,bk}
| i
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B2）為一個STS(2v+1)。詳細核對在此省略。


在這個建構中，我們用到了一個重要性質，即Kv+1可以分解成v個1-因子所成的集合。由邊著色的概念，只要v+1為偶數就一定可以辦到。接下來我們來看v
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2v+7，這個遞迴建構需要用到較深入的定理，由於這個定理將不斷地被拿來用，因此我們詳細在此介紹。

令G為一個以Zn為點的圖，則對於{u,v}
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為邊{u,v}的差（difference）。以下我們假設G為一完全圖。於是，不難看出具有差為d<n/2的邊有n個；當n為偶數時，差為n/2的邊具有n/2個，而且這些邊形成一個完全配對或稱為是G的一個1-因子。差為d<n/2的所有邊則形成一個2-因子。以下我們用G(D,n)來表示在圖G中所有差為D中元素的所有邊所成的集合，即G(D,n)={{u,v}
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推論2.2. G({d},n)中具有h=g.c.d.({d,n})個部分，同時每一個部分都是一個具n/h個邊的圈，除非在d=n/2時，每一個部分都是K2。


現在我們可以證明主要的定理。


定理2.3.（Stern & Lenz）假如D中包含有一個元素d，使得
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2v+7建構
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}。我們不難發現G({1,2,3},v+7)可以分解成v+7個三角形，而G(D\{1,2,3},
v+7)可以分解成v個1-因子F1,F2,…,Fv。仿照v
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2v+1的建構法，再加上v+7個三角形就可以得到一個STS(2v+7)，它具有一個子三元系STS(v)。（如下圖）

3. STS的嵌入

由遞迴建構的過程中我們發現一個STS(v)可以嵌入於STS(2v+1)或STS(2v+7)中。是否一個STS(v)可以嵌入於任一個STS(u)中呢？這個問題終於在20多年前獲得答案，而且形成一族的問題Doyen-Wilson Problem。在1973年Doyen和Wilson證明了下面的定理：

定理3.1. 對於除以6餘1或3的兩數u,v，若u
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2v+1，則一定存在一個STS(u)它包含一個具有v個元素的子三元系。

這個定理的證明比較複雜，以下是如何利用定理2.3來證明的兩個例子。然後把它的摘要證明敘述在後面。


例1. STS(31)
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STS(9)。


在K22的所有差值的集合{1,2,…,11}中選出(1,2,3),(4,5,9)兩組差值來形成三角形，剩下的差值集合為{6,7,8,10,11}，由定理2.3，我們知道，G({6,7,8,10,11},22)可以分解成9個1-因子，如此一來，例子即已證明好（？）。


（註）選出來的差值組(x,y,z)滿足x+y=z或是x+y+z
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0(mod 22)。


例2. STS(33)
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STS(9)。


在{1,2,…,12}中選出(1,2,3),(4,5,9)以及8本身來形成三角形，剩下的差值集合為{6,7,10,11,12}，同上理由，例子得證。


接下來我們來看定理3.1的證明：由前面例子的觀察我們發現到當
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為3的倍數時，定理成立；這個式子也反應出v
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2v+7建構法很容易處理。


例2就是不滿足上述條件的例子，即33-19=14。所以我們分三種情況來討論。(i) u-(2v+1)
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2(mod 3)。(i)已證明。現在看(ii)和(iii)。此時3|(u-v)，因此利用例2的方法，先取出t組差值組(xi,yi,zi)，1
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個差值，恰可導出v個1-因子。另外，利用差值1,2所導出的子圖，我們可以先取出三角形，如下圖，再把剩下的部份分成兩個1-因子也可以辦到。（多兩個1-因子，先用
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；再多兩個，則用(1,2)的一半；再多兩個則取一個(xi,yi,zi)即可。）定理得證。

例3. STS(43)
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STS(9)。

從{1,2,…,15}中選出(4,5,9),(6,7,13),10,以及(1,2)的一半，如上圖，剩下的部份恰好形成13個1-因子。

4. 
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-層三元系


如果把三元系中的
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，即任兩元素出現的次數，改變成比1大，則它不再是所謂的史坦納三元系，我們稱它為指標為
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的三元系或簡稱為
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-層三元系，2-層三元系可以由STS的拷貝兩次而獲得，但是，並非所有的2-層三元系都可以如此建構出來。首先，2-層三元系存在的必要條件與STS存在的必要條件是不同的。

引理4.1. 一個具有v個元素的2-層三元系存在的必要條件為v
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0或1 (mod 3)。

很快地我們可以證明這個必要條件也是充分條件。

定理4.2. 一個具有v個元素的2-層三元系存在的充分必要條件為v
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0或1 (mod 3)。
證明：(直接建構法)利用k階等冪拉丁方陣，以及三個元素與四個元素的2-層三元系即可證明它的充分性。（模仿史坦納三元系，但是同一層的a與b，若a
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,i+1)}皆為三元集。）如下圖。
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由於每一個配對都出現兩次，似乎可以考慮讓任何一個有序對(a,b)都出現恰好一次，這樣的三元系也稱為是有向的三元系（Directed Triple System），簡稱DTS。這個時候若以有向的三角形

        來表示(a,b,c)，則只有兩類不同的三角形，一是循環型，一是遞移型。全部都是循環型的三角形，我們稱之為孟德森（Mendelsohn）三元系MTS，另一種為遞移三元系DTS。


問題. 試證對於所有的v

[image: image223.wmf]º


0或1 (mod 3)，v

[image: image224.wmf]¹


6，都存在具有v個元素的MTS。


問題. 試證對於所有的v

[image: image225.wmf]º


0或1 (mod 3)，都存在具有v個元素的DTS。


（以上兩問題的建構法與2-層三元系的建構法相似。）

當

[image: image226.wmf]l


值更大時，建構方法也會有些不一樣；首先，令

[image: image227.wmf]l


=6，則下面的定理可以利用拉丁方陣的特性加以證明。


定理4.3. 對於所有的正整數v

[image: image228.wmf]³


3，都存在一個具有v個元素的6-層三元系。
證明：令L=[li,j]為一v階等冪拉丁方陣，S={1,2,…,v}。當lx,y=z時，令{x,y,z}

[image: image229.wmf]Î


t，則（S,t）為一6-層三元系。{x,y}出現在6個三元集分別是來自lx,y=z，ly,x=z，lx,w=y，lw,x=y，ly,u=x，lu,y=x。（由於L是等冪，三元集不會造成有某兩個元素相同的現象。）




■


有了上述定理，對於
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>6的情況，都可以先以6-層、6-層的方式處理，最後剩下0
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5，而
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=5與
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=1的必要條件相同，因此重複5層即可，同理
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=4與
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=2的必要條件一樣，所以重複一次即可。所以我們只剩下
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=3的情況。

定理4.4. 具有v個元素3-層三元系存在的充分必要條件為v

[image: image239.wmf]º


1,3或5 (mod 6)。
證明：必要條件來自v本身一定要是奇數。在充分條件的部份則需要新的建構方式。首先當v=5時，如下圖，所需要的10個三元集是{a,b,1}，{a,b,2}，{a,b,3}，{a,1,2}，{a,2,3}，{a,1,3}，{b,1,2}，{b,2,3}，{b,1,3}，{1,2,3}。

然後再令L為2k+1階的等冪對稱拉丁方陣，仿造史坦納三元系的建構方法，在三層元素間的三元集拷貝三份即可，見下圖。於是可以建構出6k+5個元素的3-層三元系。由此6k+1與6k+3個元素的3-層三元系可以利用拷貝史坦納三元系而得到。因此，定理得證。 ■

5. 可分解的三元系（Kirkman Triple System）

在第一節的例子中，可以找到特殊的STS(9)及STS(15)，它們的三元集可以被分成數組互斥三元集的集合，同時在每一組中，每一個元素都恰好出現一次；顯然也只有在v

[image: image240.wmf]º


3 (mod 6)時才可能找到這種形式的三元系，所以也稱為是可分解的三元系（Resovable）或柯克曼三元系（KTS）。雖然v=9、15的例子在很久以前就已被發現，但是對於任意的v=6k+3是否都存在KTS(v)則是近些年才獲得解決，而最早證明這個問題的是Ray-Chadhuri和Wilson在1971年所獲得。


定理5.1. 對於所有的v

[image: image241.wmf]º


3 (mod 6)都存在有KTS(v)。

為了證明這個定理，我們需要一個預備知識。


定義5.2. （PBD）配對平衡設計：一個
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-層配對平衡設計，（v,K,
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）-設計，（X,B），為一個區組大小為K的元素，而任意X中的一個配對都恰好出現在B中的
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個區組中的設計，一般以(v,K,
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)-PBD（Pairwise Balanced Design）表示。

例. {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3,4,5}}為形成(5,{2,4},1)-PBD的區組集合。

引理5.3.[ ] 假如存在一個(v,K,1)-PBD及對於所有的k
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K，KTS(2k
+1)存在，則存在有一個KTS(2v+1)。
證明：令（Zv,C）為一個(v,K,1)-PBD。對於任一個Cb

[image: image247.wmf]Î


C，令({
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}
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(Cb 
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Z2),tb)為KTS(2
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C


 


+1)。則(X,B)=({
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}
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( Zv
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Z2),B)為一個KTS(2v+
1)，其中B為下列三元集所成的集合：


(i) {
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,(i,0),(i,1)}，i
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Zv；
(ii)
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b


t


= tb \{{
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,(i,0),(i,1)}| i
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Cb }中的三元集。


現在我們可以把v個平行族找出來。對於任一個i
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Zv，{
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,(i,0),(i,1)}為KTS(2k+1) ({
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}
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(Cb
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Z2),tb)的一個三元集，其中i
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Cb。令
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p


為{
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,(i,0),(i,1)}與所有和這個集合在KTS(2k+1)中形成平行族（每個Cb都有一平行族）的三元集所成的集合，則
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p


為（X,B）一個平行族，於是定理得證。








■

接下來，為了證明所有v

[image: image269.wmf]º


3 (mod 6)的KTS(v)存在，我們就需要建構適當的PBD。以下引理是由Brouwer所證明。


引理5.4. 對於所有的v
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1 (mod 3)，v

[image: image271.wmf]Ï


{10,19}，(v,{4,7},1)-PBD存在。


有了上述引理，加上v=9,15,21,39時，都可以直接建構出KTS(v)，所以定理5.1.得證。

6. Kn的裝填（Packing）


當n

[image: image272.wmf]º


1或3 (mod 6)時，具有n個元素的史坦納三元系存在；所以我們可以用一堆的三角形來裝填Kn，當然，在這個時候，沒有任何一個邊會被重複使用，而且也不會有任何一個邊不被使用到。然而，當n不是除以6餘1或3的數時，不管如何裝填，總是會有些邊無法被使用到，我們把剩下的邊集合所導出的子圖稱為這個裝填的殘留（Leave）。能夠使殘留部份邊數最少的裝填又稱為是最大裝填（Maximum Packing）。此時殘留的部份自然是最小殘留（Minimum Leave）。以下我們先決定最小殘留的形式。


定理6.1. 以三角形來裝填所得到的最小殘留L如下：

n
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F
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T

C4

F



其中F為Kn的一個1-因子；T為Kn的一個懸掛子圖，除了一點的度為3之外，其餘的度皆為1；C4是具有4個邊的圈。
證明：(i) n
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1或3 (mod 6)，由於史坦納三元系存在，因此沒有殘留的邊。(ii) n
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5 (mod 6)，由於殘留的邊所導出的子圖必須每個點都是偶數，所以最小的殘留是一個2-因子；再加上當n=6k+5時，
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27k+6為3的倍數，所以可能的話，C4為最小殘留。以下是以C4為殘留的裝填方式。首先K5可以利用兩個三角形裝填之後剩下一個C4。接著K6k可以分解成5個1-因子及三角形（？），所以利用嵌入的概念，我們得到K6k+5的裝填，使得殘留部份為C4。（圖6.1(a)）

(iii) n

[image: image280.wmf]º


0或2 (mod 6)，這可以由一個STS(n+1)去掉一點，而得到所需要的裝填。（我們注意到，Kn中的每個點都有奇數點，而填塞一個三角形會用掉一點的二度，因此，每一點至少剩下一度，F算是最小的殘留。）


(iv) n

[image: image281.wmf]º


4 (mod 6)，F不對的原因是Kn\F不是3的倍數：為了再扣一邊才夠，殘留的部份就成為T，又稱為是三爪柱（Tripole），
      。這個殘留可以由n=6k+5具有C4為殘留的最大裝填中去掉一點（殘留上），而得到答案（圖6.1(b)）。

我們也可以討論
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Kn的填塞，由於證明的方式相近，在此省略。

問題. 

[image: image283.wmf]l


Kn在填塞之後最小殘留的形式如何？

7. Kn的覆蓋（Covering）


對應於裝填的觀念，我們也可以用三角形來覆蓋Kn，不夠的部份需要加入一些補丁（Padding），如果補丁所用的邊數為最少，則此為最小覆蓋。

定理7.1. 以三角形來覆蓋Kn所需要的最小補丁P如下：
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證明：我們可以利用裝填的結果來完成覆蓋的工作。首先，在n為奇數時，只需考慮n

[image: image286.wmf]º


5 (mod 6)，由於C4+     =     很容易分成兩個三角形，故得證。以下我們再考慮n為偶數的情況；由於證明方式類似，就以n
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2 (mod 6)的情況加以證明。首先我們得到Kn-2的最大裝填，它的殘留為F={aibi | i=1,2,…,
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0 (mod 6)。然後再加入兩個點
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及連接
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,
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與{aibi | i=1,2,…,
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n


}，令補丁為F
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{ai
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¥


, ai
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¥


}，於是把加入的邊，殘留及補丁合起來分解成三角形。（如圖）


問題. 

[image: image298.wmf]l


Kn的覆蓋形式如何？

8. 史坦納三元系圖

依據三元系（X,B）我們可以定義出兩種圖，分別以G與H來表示。其中V(G)=B，而G中的兩點B1,B2相連的充要條件為
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；而V(H)=X，E(H)=B，也就是說H為一超圖（Hypergraph），每個邊有三個點。所以一個設計也可以用類似的方式定義出兩種圖，於是研究設計的特性就可以藉由圖的刻劃來達成目的。


例如，判斷一個三元系是否為可分解，就等於是判斷它所對應的圖G是否可以找到一種均衡點著色，使得每個顏色都恰好出現
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次，當然用了
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個顏色，這也是最少的顏色數（？）。有關G的點著色方面，任給一個史坦納三元系，證明它所對應的圖G一定滿足
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 EMBED Equation.3  [image: image304.wmf] 


 


X


仍然是一個尚未解決的難題。以下是一個更強的猜測：


猜測. 除了
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X


=7之外，任意史坦納三元系（X,B）所對應的圖G都滿足
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(G)
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/4。


另外，求G中最大的獨立集
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(G)也是一個多人研究過的問題。

問題. 試證
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就H而言，它是均勻圖，即每邊都具有三個點，圖的特性都可以討論，以下是一個例子。在組合設計上可以定義一種點著色：它用兩種顏色去塗點，沒有任何一般點著色的規定，但它希望能使任一個邊都有塗不同顏色的點，即邊上的三個點不可以用同一種顏色。我們不難證明在H來說是辦不到的，然而若是H對應於其他的設計，則是有可能。可以達成上述的設計又被稱為是二色設計，任一個顏色點所成的集合也稱為是這個設計的攔截集（Blocking Set）。


問題. 舉例說明二色設計。


史坦納三元系在組合設計的發展中扮演著開山始祖的角色，再加上它漂亮的結構，數學家從各種不同的角度從事研究，到目前為止已有上千篇的論文發表，是最受喜愛的研究對象，但由於篇幅的關係無法再多介紹，最後以幾個問題作為本章的結尾。


問題. 試證明滿足x2=x，x
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y=y
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x及x
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(y
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x)=y的擬似群與一史坦納三元系等價。


(*)問題. 任給史坦納三元系，試求出它對應圖G的最長導出路徑（Induced Path）。


問題. 試證對於所有v
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1或3 (mod 6)皆存在兩個史坦納三元系，它們只有一個共同的區組。


(*)問題. 令
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1或3 (mod 6)，則
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可以分割成

[image: image320.wmf] 


 


X


-2個史坦納三元系。


問題. 在
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中任選一組三元集
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，試問
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需要多大才一定會包含一個史坦納三元系？
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虛線部份是哈米爾頓圖，因此可以分成兩個1-因子。
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第3章 一般的組合設計

只要有一個集合X以及X的一些部分集合所形成的集合族B，我們就有了設計（X,B），這也是設計的定義。可是，由於沒有任何的規定，在應用上，尤其是實驗設計，容易造成偏差，而造成錯誤。在這一章中，我們將分別介紹幾種比較常見的的組合設計，基本上都是所謂的平衡設計。有些設計在前一章已經介紹過了，在這一章中，我們將更仔細地把它們的性質作一闡述。


1. 配對平衡設計（Pairwise Balanced Design , PBD）

定義1.1. 在一個設計（X,B）中，如果任一個配對都出現在λ個B中的子集，則此設計為一配對平衡設計。如果
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 B}，我們一般以( v,K,

[image: image4.wmf]l


)-設計或B[v;K,
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]來表示這一個PBD。


以下是幾個容易證明的引理，所有的證明都省略。


引理1.2. 
K
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引理1.3. 假如K'
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引理1.4. 假如
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引理1.5. 對於任意的兩個正整數m, n，B(K,
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引理1.6. 如果v
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引理1.6是一個非常有用的性質，尤其是當
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=1而且K={k}的時候。


推理1.7. 如果v
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)，則v
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為了更清楚地知道一個PBD (X,B) 的性質，我們可以利用（X,B）來建構一個點-集圖（Variety-Block Graph）GX,B =（X,B），也就是GX,B為一二分圖，其中的一個集合X={x1,x2,…,xv}，而另一集合為B= {B1,B2,…,Bb}，xi與Bj相連的充要條件為xi
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Bj。由PBD的性質，以下的引理並不難證明。


引理1.8. 令（X,B）為一B[v;K,
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]，則在圖GX,B中，下列的性質皆成立，但(v)除外：


(i)
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B，deg(Bj)
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(ii)
令K={k1,k2,…,kt}且在B中具有度數ki的點數為si，則   
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(iii)
如果
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= 1，則GX,B不含任何四個點的圈（4-cycle，C4）。


(iv)
如果K={k}，則對於所有的i=1,2,…,v，
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K時，b
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現在，我們可以把（X,B）中的平行族（Parallel Class）想成是GX,B中的一些點
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，它們的度數和為v，而且任兩點都沒有共同的鄰點（Neighbor），亦即NG(
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，…，下列的猜測一般相信是非常困難的問題。


PBD的部分平行族猜測（P. Erdös）


在一個PBD B[v;K,1]=（X,B）中，B可以分割成v個集合，使得每一個集合都是部分平行族。


以實驗設計的觀點來看部分平行族，它代表著可以同時進行的實驗，於是平行族的個數就代表著實驗所需要的總時間之估計。當K={3}，我們就有了史坦納三元系的部分平行族猜測。


史坦納三元系的部分平行族猜測


任一個STS(v)的區組集合皆可以分割成v個部分平行族。


上述的猜測在v

[image: image55.wmf]£


15時都已被核對出來，而且都是正確無誤。同時，除了v = 7之外，所需要的平行族都很明顯地都小於v，因此，我們可以進一步猜測部分平行族的個數為
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再來看看GX,B究竟會有多少個邊？首先，我們固定λ= 1，則對於所有的m
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n，皆存在一個PBD (X,B)使得
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=n（？）。那麼，就給定的（m,n），那一種具n個區組的PBD B[m;K,1]會對應到一個具有最多邊數的GX,B呢？例如，（7,7）這個配對能對應到的GX,B最多有多少邊呢？


例：（X,B1）= STS(7)，（X,B2）中，B2 = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},
{1,7},{2,3,4,5,6,7}}。|E(GX,B1)| = 21，|E(GX,B2)| = 18。

下面的定理告訴我們，上例中的21是最大的邊數，這更說明了區組的元素個數越平均將會製造出邊數較多的GX,B。

定理1.9.（Fu and Bryant）令（X,B）為一個PBD，它的λ=1，其中B={B1,B2,…,Bn}。若是對所有的i=1,2,…,n，
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k，則GX,B為所有用
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個點及

[image: image64.wmf] 
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個區組所能定義出來的( v,K,1)-設計之對應圖中，邊數最多的一個。

這個定理並沒有完全刻劃出如何找到最多邊的GX,B，後續的努力仍然是必要的。不過，有一額外的發現：因為GX,B中不含C4，於是，只要有一個二分圖，它不含任何C4，則可以用來定義一個部分PBD（？）。

作業


1. 證明引理1.6。


2. 證明引理1.8中的(i)～(iv)。


3. 令（m,n）=（9,12），則所對應的GX,B可能會有多少邊？


4. 如果一個圖G本身不含C4，但是每加上任一邊就會含有C4，我們稱G為C4-飽和（Saturated）。試證任一PBD所對應的GX,B皆為C4-飽和圖。

2. 可分組設計（Group Divisible Design , GDD）

在第二章我們介紹過GDD，在此再回憶一下。


定義2.1. 令X為可分成m組，每組n個元素的集合，亦即

[image: image65.wmf]U


m


1


i


i


G


X


=


=


，

[image: image66.wmf] 


G


 


i


=n，i=1,2,…,m；B為一個由k元子集區組所形成的集合族，且滿足下列兩個條件：


(i)
任兩個同組的元素會共同出現於
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個區組中。


(ii)
任兩個來自不同組的元素會共同出現於
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個區組中。


在上面的定義中，同組的兩個元素稱為是第一結合類（Associates），不同組的兩個元素則為第二結合類。在傳統的GDD中，我們一般討論
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的情況，
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而且
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是比較近期才考慮的問題。在這一節中，我們假設
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且
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。為了方便起見，用GD[n,m;k,
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]代表這樣的GDD，於是當n=1時，我們就等於是有一個BIBD（平衡不完全區組設計）。同樣地，我們也可以用GD(k,
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)來表示所有可能的v=mn使得GD[n,m;k,
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]存在。假設m或n已經固定，則用GD(－,m;k,
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)來分別代表v=mn所成的集合。


引理2.2. 令
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，則GD(n,－;k,
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引理2.3. 
GD(n,－;k,
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引理2.4. 
GD(n,－;k,
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證明：加一點到GD(n,－;k,
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引理2.5. 
GD(k,－;k,
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引理2.6. 
GD(k-1,－;k,
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B(k,
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引理2.7. 
GD(k-1,－;k,1)+1 = B(k,1)。
證明：由引理2.5，我們只需要在證明B(k,1)包含於另一集合。令v
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引理2.8. 令n
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引理2.9. 令n+1
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引理2.10. 令n+k
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B(k,
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證明：加入k點到GDD上。
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引理2.11. 令m
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GD(n,－;k,
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引理2.12. 令v
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B(k,1)，則(k-1)v+1
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)。證明：由引理2.6，我們知道GD(k-1,－;k,1)+1 = B(k,1)，因此GD(k-1,－;k,1) = B(k,1)-1，所以由已知(k-1)K
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■

我們可以將定義2.1加以擴展成更一般形式的可分組設計，一般稱之為配對可分組設計。

定義2.13.（Pairwise Group Divisible Design，PGDD） 一個三元序對（X,G,B）稱為是PGDD，記為GD[v;K,M;
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(v)
不在同組（Gi's）的任兩個元素恰好一同出現在
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顯然，當M = {n}及K = {k}時一個PGDD基本上就是一個GDD；所以PGDD可以把它想像成PBD，它容許有不同大小的組（Groups），及不同的區組（Blocks）。以下是一些基本性質：


在下列的引理中，我們用GD(K,M;
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)代表所有使得GD[v;K,M;
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]存在的v所成的集合。


引理2.14.
 M
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證明：令X=Zm
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]，如此一來兩個設計的聯集即為所求的B[v;k,
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同理，我們可以證明下面的結果。（作業）

引理2.21. 若是n
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1. 試求GD[n,m;k,
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]存在的必要條件。


2. 試證明上題的必要條件在m = 2及k = 3時不一定是充分條件。


3. 試證明引理2.21。

3. 橫截設計（Transversal Designs）

橫截設計是一種特殊的可分組設計，其中每一組與每一區組恰好有一共同點，也就是說組數恰為區組的大小。所以，區組與組的大小決定這個設計。我們用T[s,r;
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引理3.3. 若m與n為正整數，則T(s,
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引理3.4. 若是r
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證明：作業。
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以下的結果可以由互相垂直的拉丁方陣求得。

定理3.5. 令q為一質數的次方，即q = pn，則q
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證明：令A1,A2,…,Aq-1為q-1個彼此互相垂直的q階拉丁方陣。再令Gi = Zq
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事實上，我們可以看出來當s
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r時，一個T[s,r;1]設計與s-2個MOLS(r)的存在性是互相對應的結果。接下來，我們再看一個比較特殊的橫截設計。


定義3.6. 一個橫截設計T[s,r;
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r個平行族，則此設計又稱為是可分解（Resovable）的橫截設計，以RT[s,r;
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由於可分解的特性，我們可以證明下面的結果。

引理3.7. RT(s,1) = T(s+1,1)。
證明：(
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) 對於每一個r
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RT(s,1)，我們可以分別加入一點
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]中去掉一組無法保證得出來的橫截設計必定是可分解的設計。

引理3.8. RT(s,
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定理3.9. 若是r
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證明：首先建構一個配對GDD，然後對應於組的大小（M）建構
T(s,
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)，而對應於區組的大小（K）建構一個RT(s,1)使它滿足垂直的區組恰為一個平行族，如圖3.1。於是把對應於M中所求得的T(s,
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倍的RT(s,1)（對應於K）的區組放在一起，然後去掉
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上面定理在
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 = 1及M = {1}的特殊情況下可以獲得相當好的結果。

定理3.10. 若是r
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推論3.11. 若是r
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證明：引理3.7。
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這裡特別說明推論3.11的應用。例如，我們希望證明互相垂直的n階拉丁方陣存在，亦即證明n
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T(4,1)；利用{4,5}
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B({4,5},1)即可，當然K可以選擇大一點的集合。

(*)問題：利用推論3.11推翻尤拉猜測。
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  (*)1.令K={4,7,10,19}，則對於所有的k
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2.先證明22
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B({4,7},1)，再利用推論3.11證明尤拉猜測是錯誤   的。
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3.利用推論3.11證明26
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T(4,1)。

4. 刪點橫截設計（Truncated Transversal Designs , TTD）

TTD基本上是一種PGDD，但是由於它可以經由一個TD刪去一些點之後而建構出來，因此特別有個名字。也因為它的應用不少，所以在這一節中我們特別介紹這種設計。


令（X,G,B）為一個T[s+t,r;
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]，其中G = {Gi | i = 1,2,…,s+t}。現在，固定前面的s組，G1,G2,…,Gs，然後令Hj-s = Gj \ Sj-s，其中
Sj-s
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]，以下的性質皆可以很容易地加以證明。


引理4.1. 若是r
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 EMBED Equation.3  [image: image284.wmf]³


rt

[image: image285.wmf]³


0且{s,s+1,…,s+t,r, r1,…,rt}

[image: image286.wmf]Í


B(K,

[image: image287.wmf]l


)，則rs+

[image: image288.wmf]å


=


t


i


i


r


1




[image: image289.wmf]Î


B(K,

[image: image290.wmf]l


)。


引理4.2. 若是r
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引理4.3. 若是r
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引理4.4. 若是r
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引理4.5. 若是r
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引理4.6. 若是r
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s，則T[s,1;r] 中必定包含至少兩個互斥的的區組。

有了以上的引理，我們就可以證明下面重要的結果。
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定理4.7. 令(Y
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T',B,G)為一刪點橫截設計，其中G = {G1,G2,…,Gs
,Gs+1,…,Gs+t}，|Gi|=r，i=1,2,…,s；|Gs+j|=rj
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，以及B中的任一區組B，|B
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 2。若是{ m,m+1, m+2,r1, r2,…,rt}
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T(s,1)，則mr+|T'|
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證明：(概述)令X = X1
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 EMBED Equation.3  [image: image325.wmf]È


Xs，其中每個Xi皆有mr+|T'|個點。對應於已知的刪點橫截設計之區組B，及組（刪點），分別建構T[s,m+|B
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T'|;1]及T[s,ri;1]。當|B
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T'|=2時，T[s,m+2;1]必含有兩個互斥的區組，令此兩區組為垂直的區組，而且出現在刪點組的部分，如下圖，同理，於T[s,m+1;1]中，令垂直組為一區組；在全部的建構完成後，去掉這部分的區組即可求得所需要的橫截設計。
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有了定理4.7，我們不難利用它來建構更多互相垂直的n階拉丁方陣，尤其是尤拉所猜測辦不到的n
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2 (mod 4)，或者是多一點的互相垂直的拉丁方陣。例如：r=7，s=5，t=2，(r1=r2=1)，m=7，可以用來證明至少有3個互相垂直的51階拉丁方陣，而原來馬可尼希猜測只有兩個存在。


將上述定理以比較特別的形式表示出來就可以比較方便應用。

推論4.8. 若是r
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T(s,1)，則mr+r1+r2
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推論4.9. 若是r>
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T(s+t,1)且{m,m+1,m+2}
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證明：對應於定理4.7的刪點截集設計，我們希望能令r1=r2=…=rt=1，同時滿足任一區組與T'的交集最多兩點。由r>
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，我們可以由Gs+1組選起，讓區組不會碰到兩組以上的點，於是推論得證。
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在這裡再一次說明推論4.8的應用，當m=7，r=8，s=4時，我們不難證明{62,63,64,65,66,67,68,69,70,71,72}
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1. 證明對於所有的100
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[image: image342.wmf]£


200，皆存在3個互相垂直的n階拉丁方陣。


(*)2. 證明對於所有的n，n

[image: image343.wmf]¹


2,6，皆存在2個互相垂直的n階拉          丁方陣。

5. BIBD with k=4


首先我們先討論當

[image: image344.wmf]l


=1的時候。由引理2.21，我們考慮m=3，n

[image: image345.wmf]º


0或1(mod 4)即可，也就是對於所有n，要能建構一個GDD，GD[n;S,R;

[image: image346.wmf]l


]使得3R+1

[image: image347.wmf]Í


B(4,1)，而且3S

[image: image348.wmf]Í


GD(3,—;4,1)。為了便於建構GDD，我們選擇S={4,5}（區組的大小），在加上適當的R，就可以證明下面的定理。


定理5.1. 
B[v;4,1]存在的充要條件為v

[image: image349.wmf]º


1或4(mod 12)。
證明：（

[image: image350.wmf]Þ


）由直接計算可得。








（

[image: image351.wmf]Ü


）令v = 3n+1，其中n

[image: image352.wmf]º


0或1(mod 4)。R={1,4,5,8,9,12,13,28,29}及S={4,5}。首先我們證明GD[n;S,R;1]存在。由於對於所有n>10，皆存在至少三個n階拉丁方陣彼此互相垂直，所以對於所有的r>10，T[5,r;1]存在。因此，當n

[image: image353.wmf]³


52，我們可以由T[5,r;1]中去掉一組元素中的r個使得此去掉後的刪點橫截設計元素總數為4r+r1，其中0

[image: image354.wmf]£


 r1
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 r，r1

[image: image356.wmf]º


0或1(mod 4)。接著再利用小的n把每一組轉換成指定大小的組，亦即組的大小要是集合R中的元素，由引理2.17，令

[image: image357.wmf]l


=

[image: image358.wmf]l


¢


=1，即可得到GD[n;S,R;1]。接下來再看小於50的n，這可以由小的r直接湊出來，例如16

[image: image359.wmf]£


 n

[image: image360.wmf]£


 20，選r = 4。其他的n不難找到對應的r，在此省略。再來，我們將利用引理2.21，其中

[image: image361.wmf]l


=1，現在S={4,5}，而12,15

[image: image362.wmf]Í


GD(3,—;4,1)，取組數為4或5（？）。因此，只要3R+1

[image: image363.wmf]Í


B(4,1)，定理即得證。也就是要證明{4,13,16,25,28,37,40,85,
88}

[image: image364.wmf]Í


B(4,1)。由於每一個值都是直接建構，在此省略大部分的值，只以40及85為例。由於13

[image: image365.wmf]Î


B(4,1)，由引理2.12，40
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B(4,1)。同理，28
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B(4,1)及13
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B(4,1)，我們知道85

[image: image369.wmf]Î


B(4,1)。




■


由上述的討論，我們發現引理2.20是很重要的工具，而這個工具最需要的兩個條件為找到R使得(1)n

[image: image370.wmf]Î


GD(S,R;1)及(2)mR

[image: image371.wmf]Í


B(k,

[image: image372.wmf]l


)
，在討論k=4的情況，一般都選定S={4,5}，所以R成為重點。


定理5.2. 
B[v;4,2]存在的充要條件為v

[image: image373.wmf]º


1(mod 3)。
證明：證明的概念與定理4.1相似。首先令v=3n+1，此時m=3，再來R2={1,2,…,15,26,27}。接下來的工作是(1)證明GD[n;{4,5},R2;1}存在，及(2)證明3R2+1

[image: image374.wmf]Í


B(4,2)。其中(1)比較容易，它可由T[5,r;1]的存在加以證明，而另一件事就要建構小的B[v;4,2]再完全全部的工作，當然，這是需要一些力氣，在此省略。（作業）


■


定理5.3. 
B[v;4,3]存在的充要條件為v

[image: image375.wmf]º


0或1(mod 4)。
證明：由定理1的證明，我們推得

[image: image376.wmf]Î


v


 B(R,1)，於是只要證明R
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B(4,3)即可。顯然{1,4,13,28}
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B(4,1)
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B(4,3)，所以剩下5,8,9,12及29。這些都可以直接建構（作業），所以定理得證。




■


定理5.4. 
B[v;4,6]存在若且唯若

[image: image380.wmf]4


³


v


。
證明：v=4時顯然成立。當v=5時可利用{1,2,3,4}及{1,2,3,5}做生成集（Starters）來求得10個區組，此時差集{1,2}中的元素各出現6次；當v=6時，則生成集是{1,2,3,5}，{1,2,4,6}及半個{1,2,4,5}（？）。但一般的v有規則嗎?（作業）

定理5.5. 
B[v;4,

[image: image381.wmf]l


]存在的充要條件為
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0
(mod 12)。
證明：綜合定理5.1，5.2，5.3及5.4即可得證。



■

作業


1. 證明{25,28,37,88}
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B(4,1)。

2. 證明{79,82}
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B(4,2)。

3. 證明{7,8,9,10}
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B(4,6)。


4. 證明{5,8,9,12,29}

[image: image387.wmf]Í


B(4,3)。


6. 利用PBD推翻尤拉猜測

在這一節中，我們主要是證明對於任一個不等於2或6的正整數n，都存在兩個互相垂直的n階拉丁方陣。當n=10，在第一章已經提供了例子，以下的討論，將針對n

[image: image388.wmf]³


14加以說明。


引理6.1. 
令（X,B）為一個PBD B[n;K,1]，其中對於K中的任意一個元素k皆存在一個等羃k階拉丁方陣Lk，則由此PBD可以定義出一個等羃n階拉丁方陣L，定義如下：

(i) L(x,x)=x，

[image: image389.wmf]"


x
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X。

(ii) L(x,y)=Lk(x,y)，x

[image: image391.wmf]¹


y且x,y同時落在一個k個元素的區組。

證明：（作業）。











■


定理6.2. 
令（X,B）為一個PBD B[n;K,1]，而且對於K中的每一個元素k皆存在兩個互相垂直的等羃k階拉丁方陣，則必存在兩個互相垂直的等羃n階拉丁方陣。
證明：由引理6.1，首先針對一組的k階拉丁方陣建構一個等羃n階拉丁方陣L1，同理，由另一組建構一個L2。現在，利用兩指定律即可證明L1

[image: image392.wmf]^


L2。











■


有了上述的定理，建構互相垂直的拉丁方陣就不再是那麼困難。例如當n=21，K={5}時，因為B[21;5,1]存在，而且存在3個等羃5階拉丁方陣，如圖6.1，於是存在3個互相垂直的等羃21階拉丁方陣，這樣的結果顯然已經證明馬克尼希的猜測是錯誤的，不過，我的目標是尤拉猜測。
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圖6.1


引理6.3. 
令K={4,7}，則B[22;K,1]存在。
證明：令X=X1
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¥


,
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¥


,…,
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¥


}，在X1上建構一個KTS(15)，然後將

[image: image400.wmf]i


¥


加入於第i個平行族，i=1,2,…,7，而形成5個4-子集，再將

[image: image401.wmf]i


¥


放在一起形成一個7-子集就可以建構出所要的PBD。


■


推理6.4. 
存在兩個互相垂直的等羃22階拉丁方陣。
證明：互相垂直的等羃4階與7階拉丁方陣皆存在，所以由定理6.2
，推論得證。（4階的方陣，如圖6.2）。





■
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圖6.2


上述的推論顯然已經證明了尤拉猜測是錯誤的。值得在此說明的是，在1959年時Bose和Shrikhande並沒有用這簡潔的證明，他們用的PBD是B=[22;{3,4,5},1]，但是因為互相垂直的等羃3階拉丁方陣並不存在，所以他們特別為了這緣故做了一些修飾，在此不再贅述。


接下來看一般的狀況。


定理6.5. 
假如T[m,5;1]及T[u,4;1]存在，u

[image: image403.wmf]£


m，則T[3m+u,4;1]存在。
證明：令（P,G,B）為一個T[m,5;1]，其中G = {G1,G2,…,G5}，U = {x1, x2,…,xu}
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G5，以及
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p


={B\{xi}| xi
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B
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B}。再令P'= P\G5，G' = {G1,G2,
G3,G4}以及B'={B\G5 | B
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B}，則（P',G',B'）為一個T[m,4;1]，而且
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p


,
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p


,…,
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p


形成B'中的u個平行族。現在我們可以定義T[3m+u,4;1]如下：


(i) W={1,2,3}，U*= U
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{1,2,3,4}，
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= (W
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(U
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{1,2,3,4})。


(ii) 
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~


={(U
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{i})

[image: image419.wmf]È


(W
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Gi)| i=1,2,3,4}。


(iii) 對於

[image: image421.wmf]i


p


中的每一個區組{a,b,c,d}，令(({xi}
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{1,2,3,4}))
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(W

[image: image424.wmf]´



{a,b,c,d}),G*,W({a,b,c,d}))為一個截集設計T[4,4;1]，其中G*={(xi,j)}
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(W
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{x})|x
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{a,b,c,d}
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Gj,j=1,2,3,4 }，同時{(xi,1), (xi,2),(xi,3),(xi,4)}
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 W({a,b,c,d})。令W({a,b,c,d})\{(xi,1),(xi,2), (xi,3), (xi,4)}為
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~


的一部份。


(iv) 對於每個不在
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 EMBED Equation.3  [image: image432.wmf]È




 EMBED Equation.3  [image: image433.wmf]2


p




 EMBED Equation.3  [image: image434.wmf]È


…
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 EMBED Equation.3  [image: image436.wmf]u


p


的區組B，令(W
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B,{W
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{x}| x
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B},W(B))為一個T[3,4;1]，同時將這9個區組全部放在
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~


中。


(v) 令(U
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{1,2,3,4},{U
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{i}| i=1,2,3,4},
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B


)為一個T[u,4;1]，而且將u2個區組放於
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~


中。


如此一來，（
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~


,
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~


,
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~


）為一個T[3m+u,4;1]設計。


接下來就是核對的工作，在此省略細節。（作業）

■

定理6.6. 
對於所有不等於2或6的正整數n，皆存在兩個互相垂直的n階拉丁方陣。
證明：由第一章，除了n
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14且n

[image: image449.wmf]º


2 (mod 4)的正整數之外，都已經可以找到互相垂直的n階拉丁方陣。現在n=14可以直接建構出來，如圖6.3，而剩下的n則可以參考下表，因此定理得證。

■

n

m

u
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6k-1

5



18k+4

6k+1
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6k+1
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6k+1

7
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9



18k+14

6k+1

11



18k+16

6k+5

1
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圖6.3  MOLS(14)


作業


1. 證明引理6.1。

2. 核對定理6.5的正確性。
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第4章 史坦納四元系

史坦納三元系STS(v)存在的充要條件為v

[image: image257.wmf]1或3 (mod 6)，同時也等價於一個完全圖Kv可以被分解成邊不重複出現的三角形。在擴展的方向，我們可以考慮分解的對象，由三角形K3推展至Kk，即為區組大小為k的平衡不完全區組設計BIBD，也可以由三角形C3推展至Ck，即為圈長度皆為k的圈設計（Cycle System）。當然，被分解的母圖亦可以由Kv改變為

[image: image2.wmf]l


Kv或是

[image: image3.wmf]l


Km(n)，後者稱為是可分組設計（GDD）。


另外，我們可以將完全圖推廣至均勻的超圖（Uniform Hypergraph ），首先，我們先介紹超圖。


令X為一非空集合，則（X,E）稱為是定義於X的超圖，其中E

[image: image4.wmf]Í


2X。在E中的元素都有一樣大小時，此超圖也稱為是均勻的超圖。若是E=
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（所有t-子集所成的集合），則（X,E）為一完全t-均勻超圖，顯然|E|=
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，為了方便起見，我們用
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來表示這樣的圖，因此
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。現在，要考慮的分解是將
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分解成大小為k>t的區組，使得任意的t個X中的元素皆出現在

[image: image11.wmf]l


個區組中，這裡不難看出每個區組皆含有
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個t-子集。這也是本章的主題。

1. t-設計

定義1.1. 在一個t-(v,k,

[image: image13.wmf]l


)設計為一個序對（X,B），其中

[image: image14.wmf] 


 


X


=v，B中的區組大小皆為k，同時任意X中的t個元素皆包含於
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個B中的區組。

若t

[image: image16.wmf]³


3且
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=1，則不難看出，令x0
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X，B'={ B\{x0}| x0
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B，B

[image: image20.wmf]Î


B}，則（X\{x0},B'）為一個(t-1)-(v-1,k-1,1)設計。一般而言，以下的結果是可以想像得到的。


定理1.2. 令（X,B）為一t-(v,k,1)設計，s<t，

[image: image21.wmf] 


S


 


=s，且S

[image: image22.wmf]Í


X。則（X\S,B'）為一個(t-s)-(v-s,k-s,1)設計，其中B'={ B\S | B

[image: image23.wmf]Î


B}。
證明：任意的t-s個點與S合在一起會出現在唯一的一個區組，如果不去掉一些點，則t變小時，

[image: image24.wmf]l


會變大。
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定理1.3. 令（X,B）為一t-(v,k,

[image: image25.wmf]l


)設計，s < t，則（X,B）亦為一個s-(v,k,
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¢


)設計，其中
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。
證明：令S為任一個具有s個點的集合，則再選t-s個點與S組成一個t-集合的方法共有
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，然而，每個大小為k的區組可以提供
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個t-s的子集合，所以
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¢


即可求得。
例如當v=10時，一個3-(10,4,1)設計可以是一個2-(10,4,
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¢


)設計，其中
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一般而言，當t

[image: image33.wmf]³


3時，要建構一個t-設計並不容易，在下一節中，我們主要討論的對象是t=3且k=4的狀況。在這一節的最後，我們再看一個問題：從定理1.2，不難發現當t=3，k=4及

[image: image34.wmf]l


=1時，只要去掉一點，即可得到一個t=2，k=3及

[image: image35.wmf]l


=1的設計，這就是史坦納三元系。然而，反過來說，如果已知一個史坦納三元系，是否可以經由加一點，再加上一些四元子集合而獲得一個史坦納四元系呢？


定義1.4. 如果一個史坦納三元系能經由一個史坦納四元系扣掉一點而建構出來，則此三元系又稱為是導出的史坦納三元系（Derived STS）。


問題. 是否每一個史坦納三元系都是一個導出的三元系？


到目前為止，除了一些具有特殊性質的史坦納三元系已經被證明是導出的三元系，一般而言，這是一個尚未解決的問題。在第三節中，我們會找到一類的導出三元系，讀者可以先試著去回答這問題（作業2）。


作業


1. 試證任意的STS(7)，STS(9)都是導出的史坦納三元系。

2. 試證當u=2v+1時，而且一個STS(u)包含有一個導出的子三元系STS(v)，則此STS(u)必定是一個導出的史坦納三元系。

3. 令（X,B）為一個t-(v,k,

[image: image36.wmf]l


)設計，則我們可以定義一個圖G來對應於這個設計，其中V(G)=B，E(G)={B1B2| B1,B2
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B且B1
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 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]f


}。試討論圖G的性質：例如，G是否有哈米爾頓圖？

2. 史坦納四元系的介紹

定義2.1. 一個具有v個元素的史坦納四元系SQS(v)為一個有序對(X,B)，其中

[image: image41.wmf] 


 


X


=v，B為X中一些4-子集所成的集合族，它滿足X中的任意3個元素必然會共同出現在B中的一個4-子集中。

由定義，不難觀察出

引理2.2. 一個SQS(v)存在的必要條件為v

[image: image42.wmf]º


2或4 (mod 6)，同時在SQS(v)中有
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個區組。


引理2.3. 令(X,B)為一個SQS(v)，則對於X中的任一點

[image: image44.wmf]¥


，（X\{
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},B'）為一個STS(v-1)，其中B'={ B\{
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} | B
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B且
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]Î


B }。

在這裡順便說明兩類SQS(v)。

定義2.4. 一個SQS(v)稱為是同調的史坦納四元系（Homogeneous），如果對於X中的任兩個元素x1,x2，分別去掉x1,x2所得到的兩個史坦納三元系皆同構。


例如，SQS(8)就是這樣的一個例子。反過來，如果定義2.4中所提到的史坦納三元系兩兩皆不同構，則此SQS(v)稱為是多變的史坦納四元系（Heterogeneous）。這樣的例子就比較不容易找，但是它是存在的！


以下是一些SQS(v)的例子。


例1：v=2n，令X=(Z2)n，B={{x,y,z,w}| x,y,z,w

[image: image50.wmf]Î


(Z2)n且x+y+z+w=

[image: image51.wmf]0


}
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例2：v=10，令X=E(K5)，B={{e1,e2,e3,e4}| ei

[image: image52.wmf]Î


E(K5)，i=1,2,3,4，且 <{e1,e2,e3,e4}>導出圖2.1中的一個圖。}


圖2.1


例3：v=14，令X=Z7

[image: image53.wmf]´


Z2，B1={(0,0),(3,0),(0,1),(3,1)}，
     B2={(0,0),(3,0),(1,1),(5,1)}，B3={(0,0),(3,0),(2,1),(6,1)}，
     B4={(0,0),(3,0),(2,0),(4,1)}，B5={(0,0),(3,0),(4,0),(5,0)}，
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     這裡
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]X
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，i=1,2,3，對於j=1,2,3,4,5，令Bj為包含下列
     區組的最小集合：(i) Bj
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Bj，(ii)如果B

[image: image60.wmf]Î


Bj，則
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(B)
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Bj，
      i=1,2,3。於是（X,B=
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）為所求的SQS(14)。


例3提供了一種想法：先選定兩個集合，然後再選一些分別來自這兩個集合的元素來建構區組，這樣的構想當每一個集合的元素個數v
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2或4 (mod 6)，比較容易，而v
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1或5 (mod 6)時 ，則相當困難。


例4：令（X,B1）為一個SQS(v)，則（X
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Z2,B）為一個SQS(2v)，
     其中B的區組包含了下列的集合：


(i) 如果{x,y,z,w}
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B1，則{(x,0),(y,0),(z,0),(w,1)}，{(x,0),(y,0),
   (z,1),(w,0)}，{(x,0),(y,1),(z,0),(w,0)}及{(x,1),(y,0),(z,0),
   (w,0)}
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B。

(ii) 對於任意的x,y
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X，{(x,0),(y,0),(x,1),(y,1)}
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所以有了SQS(10)，SQS(14)也就不難建構SQS(20)，SQS(28)了。

定義2.5. 一個SQS(v)（X,B）稱為是兩色(2-chromatic)史坦納四元系若且唯若X可以寫成兩個互斥子集X1及X2的聯集，使得對於任意的B
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B，B
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，i=1,2。


於是，我們不難發現例3，例4所建構出來的SQS均為兩色史坦納四元系。對於任意的v
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2或4 (mod 6)是否皆存在兩色SQS(v)，目前仍是一個尚未解決的問題。

問題：

*(1)是否每一個SQS(v)皆為兩色的SQS(v)？


*(2)對於任意的v
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2或4 (mod 6)，是否皆可建構出一個兩色的
  
SQS(v)？


作業


1.
試驗證本節所舉的例子皆為史坦納四元系。

  (*)2.
試模仿例3，建構一個兩色SQS(22)。


  (*)3.
試建構一個SQS(16)，使得在這個SQS(16)中包含一個子集合族，它們形成一個BIBD，k=4及

[image: image76.wmf]l


=1。(這樣的(4,2)-設計也稱為是懸掛設計(Spanning Design))

3. 兩倍式建構法（Doubling Construction）

在上一節例4所建構的SQS(2v)雖然來自一個SQS(v)，然而在建構出SQS(2v)之後，原來的SQS(v)已經不復存在。在這一節中，我們介紹另一種可以保持原SQS(v)的建構法。用組合數學的術語也可以說是將小的SQS(v)嵌入於大的SQS(2v)中。
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[image: image251.wmf]引理3.1. 令（X,B）為一個SQS(v)，若它嵌入於一個（X',B'）的SQS(u)中，則u
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2v。
證明：如圖3.1所示，首先固定
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，它們分別為X及X'\X的元素。再考慮3-子集{

[image: image80.wmf]¥


,

[image: image81.wmf]¥


¢


,x}，其中x
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X\{
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}，則此3-子集必定包含於B'中的一個區組B；由於（X,B）為一個SQS(v)，則此區組B不能包含3個X中的元素及一個X'\X的元素，所以B={
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X'\X，顯然
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為一個由X\{
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}對應至(X'\(X
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圖3.1

由於以下的建構需要利用到一個圖的1-分解(1-factorization)，在此先介紹這種分解的存在性。


一個圖的1-因子（1-factor）即為該圖的完全配對（Perfect Matching），所以對於有奇數個點的圖是沒有必要討論它的存在性。而具有偶數個點的圖，完全配對的存在性可以利用一個簡單的演算法來判斷出來（？）。然而，一個正則圖是否可以分解成1-因子就沒有那麼容易判斷了。以下是一個著色的猜測。

1-分解猜測（1-fatorization Conjecture）


令G為具有2m個點的k-正則圖。則當k
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m時，G可以1-分解。


這個猜測已經獲得一些部份的結果，但是尚未完全解決，而它的極端狀況k=2m-1則是家喻戶嘵的知名結果。以下我們除了一般所熟悉的證明方法之外，另外提供一個可以參考的概念。
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[image: image255.wmf][image: image256.wmf]引理3.2. K2m具有1-分解。
證明：（證明1）令V(K2m)=Z2m，F1={{0,1},{2,2m-1},{3,2m-2},…,
{m,m+1}}，如圖3.2所示，則F2,F3,…,F2m-1可以由旋轉的方式求得。

Fi={{0,i},{1,i-1},{2,i-2},…}


圖3.2


（證明2）


(i) m
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1或2 (mod 3)


令v=2m-1，則v
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1或3 (mod 6)，因此STS(v)存在，令此STS(v)為（S,t），其中S={1,2,…,2m-1}，則K2m的1-分解{F1,F2,…,F2m-1}可以求得，其中Fi={{0,i},{x,y}| {i,x,y}
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t}。

(ii) m
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0 (mod 3)

令v=2m-1，則v
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5 (mod 6)。因此B(K,1)存在，K={3,5}。同時在這個PBD中只有一個區組它具有5個元素，令它們為x1,x2,x3,x4,x5，則同理可以求得{F1,F2,…,F2m-1}，其中對於1
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5，

F1={{0,x1},{x2,x5},{x3,x4},{y,z}| {x1,y,z}
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B}
F2={{0,x2},{x1,x3},{x4,x5},{y,z}| {x2,y,z}
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F5={{0,x5},{x1,x4},{x2,x3},{y,z}| {x5,y,z}
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B}
其他與(i)的1-因子求法相同。                           ■


證明2顯然是要仰賴設計的存在性，然而，它也說出了它們之間的關聯性。


定理3.3.（兩倍式建構法）令（X,B）為一個SQS(v)，則必存在一個SQS(2v)，它包含兩個互斥的SQS(v)。
證明：令X=Zv，
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}分別為Kv及
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的1-分解，其中V(Kv)=Zv，V(
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K
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)=v+Zv。則（X',B'）為所求的SQS(2v)（？）（作業），其中X'=X
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]X
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，B'的區組為：


(i) B中的區組，

(ii) 若B
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B，則v+B
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B'，以及

(iii) 對於所有的i=1,2,…,v-1，若{x,y}
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Fi，{x',y'}
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，則{x,y,
x',y' }
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B'。

上述定理的建構方式可以再略作改變：在第(iii)類的區組，我們不一定要選Fi及
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的邊來形成區組，取而代之的是Fi及
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的搭配，這裡的
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是{1,2,…,v-1}的一個排列即可。於是，利用上述的方法所建構出來的SQS(2v)就會有很多不同的四元系。如果再加上1-分解本身也有很多不同的選擇，可想而知，不同的SQS(2v)之個數在v大一點的時候，已是一個天文數字了。但究竟有多少呢？


定義3.4.（同構的SQS）兩個SQS(v)，（X1,B1）及（X2,B2），稱為同構的SQS(v)若且唯若存在一個1-1且映成的函數
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X2使得對於任意的{x,y,z,w}
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B1等價於{
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(z),

[image: image131.wmf]a
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B2。

截至目前，研究這方面的成果並不多；令N(v)代表彼此不同構之SQS(v)的個數，則在v
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10時，N(v)=1，N(14)=4，其它的就不清楚了。對了，有一個上界很值得一提，它是由Doyen及Vandensavel所證明的。(
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定理3.5. 
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在下界的部份，Lenz證明了下面這個出色的結果。

定理3.6. 
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不同構的SQS已經有那麼多了，不一樣的SQS就不必再提了。儘管如此，要建構一個SQS(v)，v
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2或10 (mod 12)，仍然是非常困難，我們把這工作留至下一節。在這裡附帶說明導出三元系的存在問題。由於有了兩倍式建構四元系的方法，第一節作業2所提的結果就可以順利地證明出來。

定理3.7. 一個STS(2v+1)（X',B'），如果它包含了一個導出的子三元系STS(v)（X",B"），則它本身是一個導出的三元系。
證明：令X=X'
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}，而且（X"
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）為一SQS(v+1)，它可以去掉
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之後得到（X",B"）。由於（X',B'）是一個STS(2v+1)，所以分別去掉X"中的點可以獲得以X'\X"為點集合所定義完全圖的1-分解。令此1-分解為{
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}。然後令{F1,F2,…,Fv}為定義於X"
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}的完全圖之1-分解。現在，利用兩倍式的建構法即可獲得一個SQS(2v+2)，它的區組除了來自兩個1-分解之外，還包括了
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及v+
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={{v+x,v+y,v+z,v+w}|{x,y,z,w}
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}。顯然，這時候從SQS(2v+2)中去掉
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之後而得的STS(2v+1)，即為已知的史坦納三元系。

作業


1.
驗證定理3.3所建構的設計的確是一個SQS(2v)。


  (*)2.
建構兩個不同構的SQS(16)？


    3.
由定理3.3所建構出來的SQS(2v)是否為兩色的SQS(2v)，說明理由？

4. SQS(v)存在的充分條件

為了證明SQS(v)對於所有的v
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2或4 (mod 6)皆存在，利用直接建構SQS(6k+2)，SQS(6k+4)或遞迴建構v
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2v，v
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2v+6 是最早被想到的幾種建構方式，前兩者自然可以回答存在性的問題，而且也非常漂亮，就像證明所有的u
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1或3 (mod 6)，STS(u)存在的方式一樣；然而，這兩種想像中的漂亮方法，無一成功，至少到目前為止尚未看到答案。另外兩個遞迴建構的方式也來自簡單的觀察，當然STS(u)也有類似的建構方法，即u
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2u+1及u
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2u+7；但不同的是，v
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2v得來並不困難，可是v
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2v+6到目前為止卻是方法全無，所以無庸置疑的這個建構方式是最被人期待的一個。

問題：證明一個SQS(v)可以嵌入於一個SQS(2v+6)中。


雖然上述幾個比較直接的方法沒有獲得答案，但在1960年左右，Hanani用了比較多的建構，將它們組合起來而證明了下面的定理。


定理4.1. SQS(v)存在的充要條件為v
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2或4 (mod 6)。
證明：（摘要）首先，他提出6個遞迴建構：(A) v

[image: image166.wmf]®


2v，(B) v
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3v-2，(C)對v
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2 (mod 12)，v
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3v-8，(D)對v
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10 (mod 12)時，v
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3v-4，(E) v
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 4v-6及(F) v
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12v-10。然後，再加上SQS(14)及SQS(38)這兩個自己的大一點之SQS(v)，他證明了這個定理。




■


由於這個結果整體而言並不漂亮，後來Hanani 又再另證了一次，也用到比較深入的概念，尤其更引進了3-GDD的概念，亦即將GDD推展至討論任意3點出現的狀況，但是取代(E)及(F)是另外兩個相去不遠的建構，其中一個是 v
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6v-10。


既然，兩倍式的建構v
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2v+6辦不到，三倍式的建構是否就足以建構出所有的SQS(v)呢？這個答案不久由Hartman獲得了肯定的答案，他證明了以下的結果。


定理4.2. 如果一個SQS(v)包含了一個SQS(u)，v>u，則必定存在一個SQS(3v-2u)，它包含了SQS(v)為它的一個子四元系。

我們不難看出（作業），定理3.3及4.2證明了定理4.1。然而要了解Hartman的證明絕非易事。幸運的是，定理4.2在Stern及Lenz的引理協助下，簡化了許多，以下所介紹的方法就是經過簡化之後的結果。至於Stern和Lenz的引理請參考第二章。


證明：（Lenz的證明方法）
(摘要)令V={1,2,…,v}，V'={v-u+1,v-u+2,…,v}，同時（V,B）及（V',B'）分別為SQS(v)及SQS(u)。令V"={
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({1,2,…,v-u}
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{1,2,
3})，則
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=3v-2u。為了方便說明，令g=v-u，且對於i=1,2,3，定義
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，一個a將對應3個元素(a,1),(a,2)及(a,3)，而當a>g時，
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。現在，我們先定義5類的區組，最後再證明前4類在v
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u(mod 6)的情況下合起來是一個SQS(3v-2u)，而在v
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u (mod 6)的情況下，則需要綜合全部5類所定義出來的區組。
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Q1={{
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(ii)
Q2(a,l)={{
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,(x,1),(y,2),(z,3)}| x+y+z=a(mod g)},其中0
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(iii)
對於1
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d<g，d
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g/2以及{a1,a2,a3}（multi-set）
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{0,1,…,g-1}，Q3(a1,a2,a3;d)={{(x,i),(x+d,i),(y,i+1),(z,i+2)}|1
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ai (mod g)}（第一座標mod g，第二座標mod 3）。

(iv)
對於g/2
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D
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{1,2,…,g/2}，令G(D,g)的1-分解為{F1,F2,…,Ft}
。Q4(D)={{(x,i),(y,i),(z,j),(w,j)}|1
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i<j
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3,{x,y}
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Fk,{z,w}
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Fk ,
1
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k
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t}。


(v)
在這一類中，g
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0 (mod 6)，對於所有的1
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a

[image: image218.wmf]£


g及不等於g/2的1
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d<g，在a
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0 (mod 3)及a
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d (mod 3)的情況下，令Q5'(a,d)
={{(x,i),(x+d,i),(y,i+1),(z,i+2)}|1

[image: image222.wmf]£


i
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3,y
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z (mod 3),x+y+z=a
(mod g)}，Q5''(a,d)={{(x,i),(x+d,i),(y,j),(y+d,j)}|1

[image: image225.wmf]£


i
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3,x
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y (mod 3)}，以及Q5(a,d)= Q5'(a,d)

[image: image228.wmf]È


Q5''(a,d)。


由於核對的工作比較複雜，在此省略。





■

接下來證明定理4.1.(利用定理3.3及4.2)，即對於所有的w

[image: image229.wmf]º


2或4 (mod 6)，SQS(w)存在。


(1)
當w<16，SQS(w)存在(例子)。


(2)
當16

[image: image230.wmf]£


w

[image: image231.wmf]£


38，SQS(w)存在，而且都包含一個子四元系SQS(8)
，(可以直接建構，在此略去)。

(3)
當w

[image: image232.wmf]º


4或8 (mod 12)時，利用v

[image: image233.wmf]®


2v建構法，同時可以保證它包含一個子四元系SQS(8)。


(4)
當w

[image: image234.wmf]º


10或22 (mod 36)時，利用v

[image: image235.wmf]®


3v-2 (u=1)，它也包含


一個SQS(8)(？)。（v

[image: image236.wmf]º


4或8 (mod 12)）。


(5)
當w

[image: image237.wmf]º


14，26或34 (mod 36)，則w

[image: image238.wmf]³


50，分別利用u=8，2或4及3v-2u來建構SQS(w)，此時v

[image: image239.wmf]º


22 (mod 36)(14,26)或是v

[image: image240.wmf]º


26 (mod 36)(34)。

(6)
當w

[image: image241.wmf]º


2 (mod 36) 時，w
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74，此時v

[image: image243.wmf]º


u=2即可。


由於(1)~(6)涵蓋所有可能的情況，定理得證。



■


為了對此定理有更進一步的了解，以下是幾個例子：


例1. w=58，令v=20，u=1。（SQS(1)可以看成是存在的四元系）。


例2. w=230，令v=82，u=8。


例3. w=110，令v=38，u=2。


作業


1. 試驗證利用Hanani的6種建構法及較小的SQS(v)，v

[image: image244.wmf]£


38，
  定理4.1即可被證明。


2. 試驗證定理4.2中所有的區組數是正確的。


(***)3.
直接建構法6k+2，6k+4是否存在？


(***)4.
v
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2v+6可以辦到嗎？
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第5章 圈系

前面已經提到過，在選擇分解對象時，K3可以看成C3，於是，就一般而言，是否可以將一個圖分解成一樣大小的Ck呢？如果可以的話，充要條件是什麼呢？


定義0.1. 圈系（Cycle System）

如果

[image: image234.wmf]Kn可以分解成Ck所成的集合，記為Ck |

[image: image2.wmf]l


Kn，則我們稱一個k-圈系，或（n,k,

[image: image3.wmf]l


）-圈系存在。


引理0.2. 一個（n,k,

[image: image4.wmf]l


）-圈系存在的必要條件為 (i)

[image: image5.wmf]l


(n-1)是偶數，及(ii)

[image: image6.wmf]l


n(n-1)為2k的倍數。
證明：第一個條件來自每個點被一個圈通過時每次用掉兩度；而第二個條件是總邊數必須是k的倍數。                     ■

和一般設計的問題一樣，我們關心的是引理0.2的必要條件是否也是充分條件？在這一章中，我們將試著去回答這個問題，當然，k=3的情況在第二章中已詳細說明，所以我們從k=4開始。


1. 4-圈系

4-圈系又稱為是四邊形系（Quadrangle System），是一個簡單卻結果漂亮的系統。首先，我們需要一些簡單的引理。


引理1.1. C4 |

[image: image7.wmf]2
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，n1,n2為自然數。

引理1.2. C4 | K9。
證明：令(0,1,5,2)為一圈，則{ i +(0,1,5,2) | i
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Z9}為所求的分解。 ■


引理1.3. C4 | 2
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，n1,n2(>1)為自然數。

引理1.4.（n,4,
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）-圈系存在的必要條件為

(i) 

[image: image11.wmf]l




 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]º


1或3 (mod 4)時，n
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1(mod 8)，


(ii) 
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]º


2 (mod 4)時，n
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0,1,4,5 (mod 8)，以及


(iii) 
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]º


0 (mod 4)時，n為任意大於3的正整數。
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[image: image215.wmf]定理1.5.（n,4,
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）-圈系存在的充要條件為(i)2 |
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(n-1)及
(ii) k |
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證明：我們僅證明（n,4,1）-圈系的存在性，可以保證（n+8,4,1）
-圈系的存在性，也就是所謂的n+8建構法，剩下的部分留為作業。由於C4 |
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（引理1.1），利用圖1.1，即可獲得所需要的（n+8, 4,1）-圈系。

[image: image216.wmf]1


n


,


8


K


-


l


[image: image217.wmf]圖1.1


接下來是一些小的4-圈系。


(1)  n=4，

[image: image23.wmf]l


=2，{(0,1,3,2),(0,3,1,2),(0,1,2,3)}。

(2)  n=5，

[image: image24.wmf]l


=2，{(0,1,3,2)+i | i

[image: image25.wmf]Î


Z5}。

(3)  n=6，

[image: image26.wmf]l


=4，（作業）。

(4)  n=7，

[image: image27.wmf]l


=4，（作業）。

(5)  n=8，

[image: image28.wmf]l


=2，由(1)及引理1.1即可求得。




■


從上面的建構方式，不難看出要把一個4-圈系嵌入於另一個較大些的4-圈系並不困難，而且不需要比兩倍大。


推論1.6. 一個（n,4,1）-圈系可以嵌入於一個（m,4,1）-圈系，若且唯若m>n。


推論1.7. 一個（n,4,2）-圈系可以嵌入於一個（m,4,2）-圈系，若且唯若m>n+1。


[image: image218.wmf]º


[image: image219.wmf][image: image220.wmf]º


證明：因為n,m
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0,1,4,5 (mod 8)，所以m

[image: image30.wmf]³


n+3，亦即m-n

[image: image31.wmf]³


3。利用相似於n

[image: image32.wmf]®


n+8的概念，可以證明當n或m為奇數的情況，而當m，n皆為偶數時，則利用圖1.2加以證明。





■


[image: image221.wmf]圖1.2

對於所有的n，n

[image: image33.wmf]¹


1 (mod 8)，我們討論Kn中究竟最多可以拿出幾個C4，如同第二章的概念，這稱之為最大裝填（Maximum Packing）。於是，剩下的也就最少（Minimum Leave）。對應的情況下，討論加入最少的邊（Minimum Padding）使得加完之後的新圖可以分割成C4的集合，這是最小覆蓋（Minimum Covering）。


定理1.8. 在

[image: image34.wmf]l


Kn的裝填中，最小的殘留如下表所示：

n
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 (mod 4)，n (mod 8)，n

[image: image51.wmf]³


4
F：1-因子。F2：奇圖，具有n/2+2個邊。E6：偶圖，具有2邊或6邊。


圖1.3

[image: image222.wmf][image: image223.wmf]證明：整體而言，證明雖瑣碎但並不難，以下用n

[image: image52.wmf]º


5 (mod 8)，

[image: image53.wmf]l


=1為例子，說明證明技巧。首先，當n=5時，可以直接從K5中選一個C4，剩下的為E6。現在考慮n>5，如圖1.4如示，n-5

[image: image54.wmf]º


0 (mod 8)。


圖1.4


因為n-4

[image: image55.wmf]º


1 (mod 8)，所以存在一個n-4個點的4-圈系，利用K4,n-5的分割再拿出A中的一個C4即剩下E6，它是一個領結狀的圖，由兩個有一交點的三角形所形成。如果規定E6為C6或兩個互斥的三角形，我們也可以利用圖1.5求得。（在K4,n-5的分割中選一個特定[image: image224.wmf][image: image225.wmf][image: image226.wmf][image: image227.wmf][image: image228.wmf][image: image229.wmf][image: image230.wmf][image: image231.wmf][image: image232.wmf][image: image233.wmf]的C4，再回去K5中剩下的E6，再重新分割即可。）

圖1.5

■

至於覆蓋的討論，則可以利用定理1.7所得到的殘留（Leave）而得到答案，例如當殘留為C3時，則補進去的（Padding）為C5（如圖1.6），殘留為E6時補進去的為D（     或E6），至於殘留為F時，補進去的不是F就是F2。（？）

圖1.6

    最後，考慮

[image: image56.wmf]l


Km(n)的分割，由於證明較複雜，在此只敘述它的內容。


定理1.9. 在
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Km(n)的裝填中，最小的殘留如下：（n為偶數時，殘留是
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F(n
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1(mod 4))


F2(n
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3(mod 4))

C3

F

E6

F(n
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1(mod 4))


F2(n
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3(mod 4))

C5



2
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F2(n
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1(mod 4))


F (n
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3(mod 4))

C5

F

E6

F2(n
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1(mod 4))


F (n
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3(mod 4))

C3



4
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n為奇數，
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 (mod 4)，m (mod 8)


圖1.7

作業


1. 試求在

[image: image83.wmf]l


Kn的覆蓋之最小的補丁。


2. 證明當n為奇數，m

[image: image84.wmf]º


1 (mod 8)時，對於所有的

[image: image85.wmf]l


，C4 |

[image: image86.wmf]l


Km(n)。


3. 證明定理1.5。

4. 證明定理1.8中，

[image: image87.wmf]l


=1的所有情況。

2. 5-圈系（Pentagon System）

在這一節，我們討論C5 | Kn的充要條件。首先，看一個n=11的例子。令V(K11)=Z11，P={(1+i,3+i,9+i,5+i,4+i) | i

[image: image88.wmf]Î


Z11}；另外n=5則很容易看出來。

定理2.1.[A. Rosa,1966] C5 | Kn的充要條件為n

[image: image89.wmf]º


1或5 (mod 10)。
證明：必要條件的部份可以由點的度數及Kn的邊數看出來，而充分條件的部份可以由以下的兩個直接建構法獲得證明。

(1)
10k+5的建構法


對於1

[image: image90.wmf]£


i

[image: image91.wmf]£


5，令Li為任意的2k+1階等冪對稱拉丁方陣。現在令S=Z2k+1

[image: image92.wmf]´


Z5，而P為下列兩類型5-圈（C5）的集合：

(i)


[image: image93.wmf]"


x

[image: image94.wmf]Î


Z2k+1，((x,0),(x,1),(x,2),(x,3),(x,4))及((x,0),(x,2),(x,4),
(x,1),(x,3))為P中的5-圈。


(ii)


[image: image95.wmf]"


x
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y

[image: image97.wmf]Î


Z2k+1，((x,i),(y,i),(x,i+1),(L4(x,y),i+3),(y,i+1))

[image: image98.wmf]Î


P，其中i

[image: image99.wmf]Î


Z5，第二分量取5的同餘。


(2)
10k+1的建構法


對於1

[image: image100.wmf]£


i

[image: image101.wmf]£


5，令Li為任意的2k階具有2k形式洞的對稱拉丁方陣。現在，令S={

[image: image102.wmf]¥


}

[image: image103.wmf]È


(Z2k+1

[image: image104.wmf]´


Z5)，而P為下列兩類型5-圈的集合：


(i)
當{x,y}為Li的一個洞時，在S={(x,i),(y,i)| i

[image: image105.wmf]Î


Z5}

[image: image106.wmf]È


{

[image: image107.wmf]¥


}上定義一個5-圈系，可參考上面的例子。


(ii)
當{x,y}不是洞的時候，5-圈的定義方式與10k+5建構法的(ii)一樣。


就這樣，上述的兩個直接建構法可以建構出所有的5-圈系。詳細的核對在此省略。


接下來，我們探討5-圈系的嵌入問題。


定義2.2. 我們稱（V,P）為具有大小為m的洞之5-圈系，如果K|V|-Km可以被分割成5-圈所成的集合，亦即C5 | K|V|-Km。


引理2.3. 令
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V


 


=n，則C5 | Kn-Km的必要條件為(i)5|
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，(ii)n是奇數而且m也是奇數，及(iii)
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。
證明：(i)及(ii)為明顯的必要條件，而(iii)則來自5-圈的特性，所有連接洞裡與洞外點的邊都必須被用完，然而，這些來自二分圖型式的邊無法形成奇數圈，因此至少要有一邊來自洞外兩點連接的邊，於是有了(iii)這個不等式。









■

定理2.4. C5 | Kn-Km的充要條件為(i)5|

[image: image112.wmf]÷


÷


ø


ö


ç


ç


è


æ


2


n


-

[image: image113.wmf]÷


÷


ø


ö


ç


ç


è


æ


2


m


，(ii) n,m為奇數及(iii) 
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這個結果數年前由Bryant及Rodger兩人合力證明出來，請參考JCD(2)，253-271，他們的結果甚至可以解決當m為奇數的情況。

推論2.5. 一個5CS(m)可以嵌入於一個5CS(n)的充要條件為
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證明：定理2.4中的前面兩個條件皆因n,m
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1或5 (mod 10)而成立。

3. Alspach的問題

由於圈在圖的分割中扮演很重要的角色，如何把一個圖分割成圈族一直是熱門話題。如果我們不限制圈的大小，最出名的結果當然是尤拉圖的分割。


定理3.1.（尤拉） 一個連通圖G是尤拉圖和下面兩個敘述等價：(i)
G的每一點度數都是偶數。


(ii)
E(G)可以分割成沒有共用邊的圈所成的集合。


而最出名的猜測是：對於任意邊的連通圖G，2G可以分割成圈所成的集合。


這個猜測就是雙覆蓋猜測（Cycle Double Cover Conjecture，CDCC），截至目前為止仍然尚未解決。


上述所提到的兩個敘述，一個已經證實，一個尚未解決，而未解決的CDCC則是非常困難的問題。以下，我們考慮一個不一樣的問題；在這裡，圈的長度扮演著重要的角色。同時，因為要分割成圈的集合，所以被分割的圖自然每個點都是偶點，而連通性就沒有那麼重要了。不過，為了描述的方便，連通圖仍然是第一個被考量的對象。


Alspach問題

(i)當n為奇數時，若3
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n，而且
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，則Kn可以分割成t個圈C(1),C(2),…,C(t)使得C(i)恰有mi個邊，i=1,2,…,t。


(ii)當n為偶數時，若3
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n，而且
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，則Kn-F (1-factor)可以分割成t個圈C(1),C(2),…,C(t)使得C(i)恰有mi個邊，i=1,2,…,t。


顯然，當m1=m2=…=mt=m時，我們得到了m-圈系，或者是最大的m-圈系它具有最少的殘留（Minimum Leave）。而當m為n時，這就是所謂的哈米爾頓圈分割。


這個問題一般相信也是有非常高的難度，但是，對於特殊的mi，則已經有了不少的成果。例如當mi=3或4時，只要3s+4t=
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（n為奇數）或是3s+4t=
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（n為偶數），Kn（或Kn-F）就可以被分割成s個三角形及t個四邊形。（作業）目前已經知道的結果有： {m1,m2,…,mt}={3,4,6},{m1,m2,…,mt}={3,5},{m1,m2,…,mt}={4,5},{3
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n}以及{m1,m2,…,mt}={n-1,n}。而對應於完全圖的的分割，完全二分圖Km,n也可以做同樣的考量。目前最好的結果則是分割成{4,6,8}的形式。


至於完全多分圖（Complete Multipartite Graph）的分割就沒有那麼容易了，以下的問題便可以說明它的難度，更何況Alspach的引伸問題。


問題 對於那些n1,n2,n3，C5 |
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作業


1. 證明在n
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8時，問題1的敘述是正確的。

2. 證明在n
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7時，問題2的敘述是正確的。

3. 證明K9-C9不可能分割成三角形的集合。

4. 具有指定殘留的圈系

對於圈系的了解，除了最大的裝填之外，我們也可以研究具有適當殘留的裝填。以下的結果是顯而易見的，證明省略。

引理4.1. 令H為G的一個子圖，如果Cm | G-H，則V(G-H)中的每一個點均為偶點，而且
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為m的倍數。

推論4.2. 令H為K2n+1的一個子圖，而且H中的每個點均為偶點，則C3 | K2n+1-H的必要條件為
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 EMBED Equation.3  [image: image140.wmf] 


E(H)


 


是3的倍數。


於是，我們想知道究竟有那些H，它滿足了上述的條件，而且K2n+1-H的確可以分割成三角形所成的集合。例如，K9-C9中的C9可以是上述的H嗎？也就是說C3 | K9-C9對嗎？這個相關的問題，經過一番努力已有了很好的結果。


定理4.3.（Rosa & Colburn） 令H為K2n+1 2-正則子圖，除了n=4及H
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C9之外，只要
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為3的倍數，則C3 | K2n+1-H。


這個定理原始證明很長，且非常不容易，以下是一個簡化的概念，究竟能否完成仍待努力。

例. 在K13中，令H=3C4。首先把13個點分成三部分，如下圖所示。把不在H中的點

[image: image144.wmf]¥


連到各部份去掉C4之後的邊，得到一些C3。現在K13-H-C3’s為K4,4,4，它可以利用4階拉丁方陣分割成C3。
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圖4.1

所以，基本上我們可以將2n+1分成三部份，最後應用
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階拉丁方陣或部份拉丁方陣來協助分割，當然遞迴建構也要派上用場。


另外，在K2n中也可以扣掉子圖H，使得C3 | K2n-H。不過，由於K2n中的點都是奇點，所以H中的點也要都是奇點才可以。以下的問題目前仍未解決，不過一般相信它應該是對的。


問題1. 令H為K2n的懸掛森林，而且H中的每個點均為奇點，則C3 | K2n-H的充要條件為
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是3的倍數。


現在，把上述的問題改成C4的分割，因為C4可以由二分圖分割出來，所以困難度稍微低一些；於是，下面的兩個定理都已經被證明好。


定理4.4.（Fu & Rodger , GC） 令H為K2n+1的2-正則子圖，則C4 | K2n+1-H的充要條件為
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是4的倍數。


定理4.5.（Fu & Rodger , JGT） 令H為K2n的懸掛森林，同時H中的每一個點均為奇點，則C4 | K2n-H的充要條件為
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是4的倍數。


類似的概念也被拿來研究C6的分割，這個對應的結果不日即可完成；然而，相信一般Cm的分割就沒有那麼容易了；不過當m是偶數時，可能會較容易些。


問題2. 對於上述的問題考慮定理4.4的C5-分割。

5. 可分組圈系（GDD Cycle System）

對應於區組設計的GDD，我們可以把區組所對應的Kk換成Ck，於是GDD k-圈系就產生了，一般以kCGDD表示之。以圖分割的概念來加以詮釋比較容易，基本上，我們研究如何把Km(n)分割成圈的集合，也就是探討對於何種m,n，Ck | Km(n)。


為了使研究更一般化，以下所探討的分割主體為(
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)Km(n)，也就是一個m分圖，每一個部份均有n點；同時來自不同部份的兩點連
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邊，而來自同一部份的點則連
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邊。於是Ck | (
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)Km(n)的必要條件如下：


引理5.1. 若是Ck | (
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)Km(n)，則
(i) 2 |
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然而，(i)及(ii)是否為Ck | (
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)Km(n)的充分條件就不是容易回答的問題了。為了便於解釋，我們以k=4為例做說明。因為要證明上述的兩個條件是充分條件，我們需要證明，對於所有滿足(i)與(ii)的
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，m與n，C4 |(
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)Km(n)，所以先將滿足的條件列表，然後，再逐一建構滿足該條件的設計。（參考圖5.1）可是，這些設計都只能對n
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4有用，如果n<4，情況就有所不同。因為，在這個時候，第一結合類的邊將無法自己形成C4，而需仰賴第二結合類的邊，這時候關係就變得非常複雜；以下我們就以兩個例子來說明這類設計的建構概念；當然，這個類型的結果已經有了完整的答案。

定理5.2.（Fu & Rodger）C4 | (
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)Km(n)的充要條件為
(i) 
2 |
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(iii)
當n=2時，
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(iv)
當n=3時，
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圖5.1 (n;m) (mod 8)，
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{0,1,2,3,4}


例1. C4 | (1,2)K13(9)。

就圖中的每個部份而言，由定理1.2知道C4 | K9，而就GDD來看，由引理2.2知道(0,2)K13(9)可以分割成C4，所以把兩個建構放在一起，C4 | (1,2)K13(9)。

例2. C4 | (5,7)K15(11)。

由於C4 | (4,4)K15(11)，所以只要判斷是否C4 | (1,3)K15(11)即可。這時候我們需要K165的裝填，也需要(0,2)K15(11)的裝填；同理，由定理1.8及引理2.2，我們可以把兩者合起來求出(1,3)K15(11)的分割。（作業）

對應C4，C3也有類似型態的結果，建構的過程也是相當複雜，經過Savarte，Rodger與Fu的努力，以下的結果寫成兩部份，分別將在Ars Combinatoria及JCT(A)中刊登出來。


定理5.3. C3 | (
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)Km(n)的充要條件為

(i)
 2 | (n-1)
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(ii)
 3 | mn(n-1)
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(iii)
若m=2時，則
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf]2


l


，以及


(iv)
若n=2時，則
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(m-1)
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作業


1. 試證C4 | (1,3)K15(11)。

2. 試求Ck | (
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)Km(n)的必要條件。

6. 圈系的嵌入問題

在第二章，我們已經知道史坦納三元系的嵌入是可以辦到的，而且可以討論部份三元系的嵌入問題。顯然，後者要困難許多；到目前為止，最好的結果如下：


定理6.1.（Hilton 等人） 一個具有v個元素的部份史坦納三元系一定可以嵌入於一個具有u個元素的史坦納三元系，其中u

[image: image203.wmf]³


4v+1。


補充說明：一個部份史坦納三元系是指一個有序對(V,p），V為點集，而p則為一些三個元素的子集所形成的集合族，它滿足V中的任兩個元素最多只出現在一個p中的三元集。


在圈系中，我們也可以討論同樣的問題，只不過偶圈系的嵌入相對地比較容易，這主要是因為Sotteau的定理。


定理6.2. （Sotteau） 令n1, n2為不小於k的正偶數同時滿足
k | n1n2，則C2k |
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在證明定理1.5時，實際上已經用了上述的定理，只不過是因為C4比較容易直接建構，所以不用它；以下就以6-圈系為例作說明。


引理6.3. C6 | Kn的充要條件為n
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1或9 (mod 12)，n
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9。


引理6.4. 如果C6 | Kn，則C6 | Kn+12。
證明：利用圖6.1，由於n1=n-1
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0或8 (mod 12)，所以C6 |
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,


n


1


K


。再加上C6 | K13，定理得證。

圖6.1  n
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n+12建構法

引理6.5. 當n
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1 (mod 12)時，C6 | Kn+8。
證明：將n2改成8即可。

引理6.6. 當n
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9 (mod 12)時，C6 | Kn+4。
證明：令n1=n-3，則Kn+4-Kn-Kn-3,4=O3
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K4（圖6.2），再直接將O3
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K4分割成3個C6即可：(a,1,b,2,3,4)，(a,2,c,4,1,3)及(1,c,3,b,4,2)。

圖6.2. n
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n+4建構法


補充說明：引理6.3實際上可以利用C6 | K9，C6 | K13（作業）以及三個引理6.4，6.5，6.6加以證明。

有了上述引理，以下的嵌入定理也就不難理解了。


定理6.7. 任一6-圈系都可以嵌入於一個比它大的6-圈系中。
證明：（作業）。


相對於部份三元系，部份圈系的嵌入也是比較困難的工作，甚至是部份4-圈系，到目前都沒有完全解決哩！


作業


1. 試分割K9及K13成C6所成的集合。

2. 證明定理6.7。

3. 證明引理6.3。
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第6章 組合設計的應用

在這一章中我們不再討論如何利用組合設計來建構實驗設計，或是應用到解決組合數學上的問題；我們將在編碼理論（Coding Theory）及暗碼理論（Cryptography）這兩方面作簡單的介紹，並說明如何利用組合設計來建構錯誤更正碼（Error-Correcting Code）及暗碼系統。


1. 錯誤更正碼

編碼理論是研究如何設計所要傳遞的訊息，使得訊息能夠快速、正確地傳送給對方；這裏的訊息一般以數位的方式傳遞，例如：太空船把拍到的照片傳回基地或人造衛星的使用都需要好的傳遞方式。它的主要原因來自傳遞時所經過的管道（Channel）是一種會受干擾的管道，傳遞的訊息在受到干擾時可能會造成錯誤，如果沒有適當的防患，後果可能不堪設想。另外，利用正確數位化的訊息傳遞，也可以用來製造各種CD片，使得原音或原影像能更準確地呈現出來。


定義1.1.（q-ary Code，q元碼）令 Fq 為一有限體，任一個Fqn的子集合稱為是長度為n的q元碼。當q=2時，一般稱之為二元碼（Binary Code）。一個碼中的元素稱為是碼字（Codeword）。


二元碼是一般比較常見的數碼（Code），因為它可以配合電腦，所使用的字串為0與1的組合，在以下介紹的前段，我們先介紹二元碼，最後再介紹一種特殊的q元碼。

定義1.2.（漢明距離，Hamming Distance，簡稱距離）令     
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 為Fqn中的兩個向量 （碼字），則
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的漢明距離定義為
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例1. d(12012,21020) = 4。


我們不難看出定義1.2的距離本身就是一個度量（Metric），亦即滿足下列三個條件：
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（三角不等式）。

由於數碼（Code）是有限個元素所成的集合，因此我們可以計算兩兩之間距離而得到該數碼的距離。


定義1.3.（Code distance）令C為一數碼，則d(C)定義為
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定義1.4.（線性碼，Linear Code）如果(C,+,‧)為
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的一個子向量空間，則稱C是線性碼。


定理1.5. 令

[image: image16.wmf])


(


x


wt


代表

[image: image17.wmf]x


中不等於0的分量數，C為一個線性碼。則
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證明：
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由於訊息在傳遞中可能因為受到干擾（Noise）而產生錯誤，例如，打字可能打錯，太空傳遞碰到氣層，閃電，聲音傳達時遇到雜音等。所以，計算可能傳錯的機率就很重要。以下，我們僅考慮二元碼，而且是對稱的二元碼，亦即傳送0與1時，出錯的機率相等。

引理1.6. 令0與1傳錯的機率為p，則一個長度為n的字傳錯其中m個字母（0或1）的機率為
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顯然，我們得假設每個字母傳送的對錯都是獨立發生才會得到上述的結論。


定理1.7.
令
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,則傳錯
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最大可能法則（Maximum Likelyhood Decoding，MLD）


機率大的事件發生的可能性比機率小的事件大。


基於上述的法則，在選擇比較可能發生的答案時，就不會產生疑義。（也許事實上有例外）


例2. C={000,111}，已知C中的一個碼字被傳送出去，而收到的是101，試問：傳送的是那一個碼字？由引理1.7，000
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101 錯了二個字母，而111
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101錯了一個字母，所以利用MLD，傳送的是111。


值得補充說明的是，當111
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001時，利用MLD會得到傳送的碼字為000，顯然是錯了！但是，這樣的事件是無法避免的，原因是錯太多個字母，理論上也說"不太可能"。

定義1.8.（t-偵錯碼，t-error-detecting Code）如果一個數碼可以在傳送時，錯誤不超過t個字母的情況下，都能看出來有錯誤發生，則這個數碼稱為是t-偵錯碼。


例2為2-偵錯碼。以下的性質，證明省略。


定理1.9. 如果d(C) = t+1，則C為t-偵錯碼。

定義1.10.（t-糾錯碼，t-error-correcting Code）如果一個數

碼可以在傳送時，錯誤不超過t個字母的情況下，正確地指出傳錯的碼字，則這個數碼稱為是t-糾錯碼。


定理1.11.
當d(C)

[image: image27.wmf]³


2t+1時，C為t-糾錯碼。


證明：令
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為收到的字；由假設
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距離不大於t的碼字即可。令 
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矛盾，所以定理得證。
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   由前面定理1.10及1.11. 我們可以看出來，只要d(C)大，那麼可以偵察或糾正的錯誤也比較多；然而，一般來說，d(C)比較大可能達成的方式之一是碼字的長度，例如重覆00與01 t次，即可使得製造出來的字，距離為t；這個時候由於碼字的長度大，傳送也就比較費時，當然，也就更容易造成錯誤；另外，傳遞的訊息不可能只有一兩個而已，例如要傳遞照片，則每一小格（解析之後）的明暗度可以是1~64，因此要分別用64個不同的碼字來代表明暗度，否則一旦錯誤，又無法糾正，後果將不堪設想。所以，一個數碼的好壞決定於(n,M,d)，n為長度，M為訊息數，而d則為最小距離。如果研究的對象僅限於線性碼，則M可以用該碼的維數來表示，一般以k表示。也就是說，在q元碼中，M=
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定義1.12.
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定義1.13.
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研究上述兩個量是編碼論中最重要的問題，在下一節中，我們會利用組合設計來說明如何找到好的下界。


2. 設計與數碼（Design and Code）

一般使用的數碼都是線性碼，也因此碼字的長度是固定的，這樣的數碼，我們稱之為區組碼（Block Code）。現在，假設一個區組設計
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。於是 (V,B) 就對應出一個二元碼；反過來看，一個數碼也對應出一個設計，只是無法確定是它是否為一個平衡設計。


定理2.1.
令C為由一個(
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(i) C中的每一個碼字
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證明：(i)及(iii)可以直接看出來，而(ii)則是因為兩個區組至多只有一個元素相同。
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在上述定理中，如果
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例3. 
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，一個STS(7) 對應出 n=7，M=7，d=4 的數碼：
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現在，利用
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 （Sphere-Packing Bound）。

由例3，不難看出漂亮的組合設計的確有機會可以協助建構出非常好的數碼，反之亦然，在此不多做描述，讀者可參考編碼理論的書籍，自然可以獲得更多的資料。


接下來再看如何利用拉丁方陣的建構數碼。


例4. 考慮互相垂直的兩個3階拉丁方陣：
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於是，它們所形成的正交表（Orthogonal Array）如下：
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由於任兩行之間至多只有一個位置會相同，所以把行看成向量（由上而下），就可得到一個n=4，M=9，d=3的數碼，此時q=3。所以
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有了上面的例子，以下的定理就不難理解。

定理2.2.
當q為質數次方時，一定存在一個(
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證明：當q為質數次方時，由定理4.7，必存在q-1個彼此互相垂直的q階拉丁方陣；這對應於一個
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的正交表，所以所求的數碼就可以得到。
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定理2.3.
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證明：由定理2.2，
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[image: image75.wmf]³


q，所以任兩個碼字至多有一個分量相等；現在，看最後兩個分量的組合，如果碼字的個數多於
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由於這一節的目標是要介紹組合設計與編碼理論的關係，所以只能以”點到為止”的方式說明，有興趣者不妨多找些參考資料閱讀，在下一節，我們將介紹設計與暗碼理論之間的關係。


3. 暗碼學（Cryptology）

暗碼學是在學習如何設計暗碼系統（Cipher System）及破解暗碼系統（Cryptanalysis）。設計的工作一般也稱為暗碼理論 （Cryptography)。在這一節裏面，我們簡要地介紹一些基本概念，然後在下一節探討它與組合設計的關連性。

所謂的暗碼，是將原來要傳遞的訊息（本文），經由一個轉換的動作變成不容易猜測出來的另一種訊息（密語），然後再傳遞出去；在設計這種轉換（Encryption）的同時，就要設計所謂的”正解”（Key），只要有正解，就能順利地將收到的密語（Ciphertext）轉成本文（Decryption）。所以，一般的暗碼系統可以用下面的簡表說明：



例1. 令A,B,C,…,X,Y,Z,., 分別用0,1,2,…,27來表示；則任一個
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上面的排列都可以用來作為正解，這個正解的反元素同時把原來要傳遞的本文轉換成密語。例如：(0 1)(2 3)…(26 27)可以把本文I LOVE YOU. 轉換成 J.KPUF.ZPV_。這個例子的Key與轉換的排列恰好一樣。

例2. 把要傳的訊息分成字母一樣多的很多組，例如每組5個，然後再利用 
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，然後再利用數的對應傳出去。例如：RSA Scheme。

令n=pq，其中p，q 均為質數且保密（Key），再令(
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)=1，其中 
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可以公開，

[image: image82.wmf])


(


n


j


則保密；現在甲要傳M給乙，只需要傳
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，而當乙收到時，他先利用
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，接著算出
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，就可以知道傳遞的本文是什麼。

（註）這個系統的困難是知道n，但是無法很快地知道p與q，否則
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即被求得，
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這個Key也就不保。另外，這個暗碼並非傳遞的人就一定知道正解（如例1），所以是目前最被廣泛使用的一種系統，一般而言，p，q均為給100位數的質數。這系統的最大的缺點當然是需要龐大的計算！

4. 拉丁方陣與暗碼學

利用拉丁方陣來建構暗碼系統是近代的產物，其中互相垂直的拉丁方陣扮演著最重要角色，而它的形成方式如下：


Step 1. 找一個n使得互相垂直的n階拉丁方陣有很多個。

Step 2. 將要傳遞的訊息寫成有序對(i, j)，其中i, j皆取除以n的同餘。

Step 3. 找兩個互相垂直的n階拉丁方陣L=[li,j]與M=[mi,j]作為解（Key）。

Step 4. （Encryption）將(i, j)轉成暗語(li,j , mi,j)，然後傳出去。

Step 5. （Decryption）收到暗語後，對照L與M即可轉成正確的本文。

顯然上述的密語系統是建立在L

[image: image89.wmf]^


M的特性以及要找出L與M的困難度非常高的基礎上，所以它是一套相當好的系統。值得一提的是L與M的傳遞也是最重要的工作，由臨界集的概念，我們也可以傳遞L與M的臨界集就可以了，這時候在傳遞的工作方面就可以省下約3/4的時間（？）。


臨界集尚有其他重要的功能，而這方面的貢獻也是近代不可或缺的產物：組合解的密語系統（Sharing Scheme）。


在很多時候，尤其是重要的工作，常常需要很謹慎的處理一件事，譬如，美國準備發射核子武器的攻擊，這時除了參謀總長，國防部長之外，也許還有其它的重要將領，甚至於總統要同時”同意”這項工作。於是，在同意的訊息全部到達之後，攻擊行動才算確定；否則，只要有人反對，就會因此而無法啟動。另外，銀行的金庫也會有兩人同行才能開啟的設定，這也是一種組合解的系統，以下就介紹如何用拉丁方陣來協助完成這類系統的建構。


 組合解系統的建構（利用臨界集）

Step 1. 找一個n，使得某一個n階拉丁方陣L=[li,j]它具有很多最

小的臨界集A（元素個數最少）。

Step 2. 找到t個L的部份拉丁方陣P1,P2,…,Pt使得它們都是可以

填完的拉丁方陣，且填完的方法不止一個（很多種），

另外A
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，而且少了任一個Pi都無法包含A。

Step 3. 將P1,P2,…,Pt分送給t個人當解，於是系統完成設計。

以下是一個非常簡單的例子：



[image: image91.wmf]1


2


=


A


  

[image: image92.wmf]2


1


3


1


3


2


3


2


1


=


L


  

[image: image93.wmf]2


2


1


=


P


  

[image: image94.wmf]1


1


2


=


P




上述系統的Pi並不需要有非常多完成拉丁方陣的方法，例如10種，則成功的機率是1/10，但是，想像要和其他人共同形成解，如果是錯的，則立刻暴露出造假的身份，所以安全性較高；同時，也要注意不可以有比t個人少的解合起來就能求出正解，否則我們就只能稱它是
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 -組合解系統，其中
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另外，組合解系統也不排除某人可以擁有正解，他可能就是總經理或是老闆哩！（職員們要完成工作利用組合解系統）有了拉丁方陣之後就可以得到解，例如前面所述，我們需要兩個互相垂直的拉丁方陣。
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