
第第六六章章  極極圖圖（（EExxttrreemmaall  GGrraapphhss））  
極圖的研究可以獨立形成一門學問，從有圖論介紹開始，它一直扮演著非常

重要的角色，幾乎所有著名的圖論學者都曾在上面下過一番功夫，是研究圖結構

最重要的課題之一。 
§1. 基本概念 
 
定義 1.1. 任給一個圖 ，我們把F ( )Fnex ; 定義為具有 個點但是沒有 為子圖

的最大邊數。 
n F

 

例 1. ( ) ⎥
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nKnex 。 

 
定義 1.2. 具有 ( )Fnex ; 邊的n點圖稱為是不具有 為子圖的 點極圖。 F n
 

例 2. 不具有 的 點極圖是3K n
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這個性質稍後再加以證明，先看一些比較明顯性質。 
 
定理 1.3. 令 的最小圈（內圈）有 個邊，則G 3≥g ( ) 3≥= δδ G 且內圈為 的圖

至少有

g
( )δ,0 gn 個點，其中 
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證明. 

(i) ∈g odd,   .12 += hg ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
2

1gh  

任選一點 。則不存在 ，使得 與 之間存在兩條長度不大於h的x z x z zx − 路

徑，（因為如此一來 ）。所以，由 開始出發，距離 1 的點有hg 2≤ x δ 個，距離 2

的點有 ( 1− )δδ ，⋯，距離 的點有h ( ) 11 −− hδδ ，而且這些點都不一樣，這表示 

( ) ( ) ( ) 1
0 111, −−++−++≥ hgn δδδδδδ L  

( ) ⎥
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h
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iδδ ， 此為所求。 
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(ii) ∈g even,   .2hg = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

2
gh  

任選兩相鄰的兩點 與 ，則由x y { }yx, 算起，距離 1 的點有 ( 12 − )δ 個，距離

2 的點有 點，⋯，距離( )212 −δ 1−h 的點有 ( ) 112 −− hδ 個點，於是 

( ) ( ) ( ) ( ) 12
0 1212122, −−++−+−+≥ hgn δδδδ L  
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=
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0

12
h

i

iδ 。                                Q.E.D. 

 

例 3. ( ) ( ) .10133313,5,3,5 0 =−++≥== ng δ  

Peterson圖就滿足這性質；因為邊數最少所以是極圖。 
 

例 4. ( ) ( ) .62123,4,3,4 0 =+≥== ng δ  

3,3K 為極圖。 

定理 1.4. 沒有奇（數邊）圈的 點圖最多有n ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
4

2n
邊。 

證明. 因為沒有奇圈，所以這樣的圖必定是二分圖（？），而 點的二分圖中邊

數最多的圖是

n

⎥⎥
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2
nnK ，它有 ⎥

⎦
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2n
邊。（此圖是唯一？）                  Q.E.D. 

 

定理 1.5. 令 ，則點數為 ，最小度數至少為 的非連通圖最多有

邊，而且極圖 為唯一的極圖。 
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證明. 令G為任意的非連通圖，則 ( ) BAGV ∪= ， A中的點均不與B中的點相

鄰，所以 ( ) ⎟⎟
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GE 。由於 hG ≥)(δ ，令 ( )GVx∈ 使 ( ) ( )GxG δ=deg 。不

失一般性，假設 Ax∈ ，則 ( ) 11 +≥+≥ hGA δ 。由簡單計算得知 ≤⎟⎟
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，所以邊數的上屆確定，極圖的形式也隨之而確定。    Q.E.D. ⎟⎟
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定理 1.6. （Pósa） 
令 為至少三點的連通圖它滿足任意不相鄰的兩點 與G x y，

。則當 時，G有一個哈米爾頓圈，而當( ) ( ) kydxd ≥+ nk = nk < 時，G有一條

長度為 k的路徑及一個長度不小於
2

2+k
的圈。 

證明. 
(i) 。假設 不是哈米爾頓圖，則 中可以找到一條最長的路徑

，且

nk = G G

1,321 >>= lnxxxxP lL lxx ≠1 。於是 ( ) ( )PVxN ≤1 ， ( ) PxN l ≤ ，而且

與 不可以同時成立。（？）這現象表示

11 ~ +ixx

il xx ~ ( ) ( ){ }GExxxx jj ∈=Γ 11 | 與

為互斥的集合，而且( ) ( ){ GExxxx liil ∈=Γ +
+ |1 } ( ) ( ) { }ll xxxxx ,,, 321 L≤Γ∪Γ + ，於

是 。                    ---------------（＊） ( ) ( ) 111 −≤−≤+≤ nlxdxdk l

可是 ，所以G為哈米爾頓圖。 kn =
(ii) 。由（＊）， ；如果nk < 1−≤ lk kl ≤ 則矛盾。所以 必定包含一條長度為

的路徑。最後我們證明有一圈它的長度至少為

G k

2
2+k
。不失一般性，令

，所以( ) ( )lxdxd ≥1 ( ) ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≥

21
kxd ，令 ( ){ }GExxjt j ∈= 1|max ，於是 的

長度至少為

( )txxx ,,, 21 L

( ) 1
2

11 +⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≥+
kxd 。                                     Q.E.D. 

 

（註） Pósa 定理並非"發現極圖"的性質，但是，它提供了一些概念，讓我們了

解到當邊數夠多時，會有一個不小的圈及一條很長的路徑。 

 

以下是一個與路徑有關的性質。 

定理 1.7. 令 為不含 的 點圖，則 最多有G 1+kP n G ( )
2
1 nk −
個邊，同時它的極圖為

（skkk KKKK ∪∪∪∪ L .0, ksstkn ≤≤+= ）。 

 

證明. 利用歸納法，當 時顯然成立；現在假設 ；如果 不是連通圖，

則 ，

kn ≤ kn > G
( ) BAGV ∪= A中的點皆不與B中的點相鄰，於是 [ ]AG 與 分別最多有[ ]BG

( )
2
1 Ak −
及

( )
2
1 Bk −
個邊，所以得證。另一方面，如果G為連通圖，則 中不含

且存在一點 ，

G

kK x ( )
2

1−
≤

kxd ，（否則由定理 1.6，G有一條長度為 的路徑）。

考慮 ，它不是 點的極圖而且最長路徑長度必小於 ，所以 

k

xG − 1−n k
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .
2
1

2
11

2
1 nknkkxGExdGE −

=
−−

+
−

<−+=           Q.E.D. 

 
定義 1.8. Turán 圖， ，為n點的完全( )nTr r分圖，其中它的 r部份分別具有
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r
n ,,, L 個點。 

 

引理 1.9. 令 為n點的完全
rnnnKG ,,, 21 L≅ r分圖，則 ( ) ( )( )nTEGE r≤ 。 

 

定理 1.10. ( ) (( ))nTEKnex rr =+1; 而且極圖 ( )nTr 為唯一。 

證明. 對 r作歸納：我們證明假如G 不含 ，則存在一個1+rK r分圖H，它滿足

而且( ) ( )HVGV = ( ) ( )HEGE ≤ 。 

顯然 1=r 時成立，令G 不含 ，1+rK ( ) kG =∆ 以及 ( ) kxd = ，再令

。因為 '中的點都與 相鄰，所以 中不含 ，由歸納法，存在一

個

( )[ xNGG =' ] G x 'G rK

1−r 分圖 'H ，它滿足 ( ) ( )'' HEGE ≤ 。現在，令 ( ) ( )xNGVSSHH \,' =∨= 。

於是 ( ) ( ) ( knkHEHE −+= ' )。再看 的邊數， G

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )HEknkGEvdGEGE
Sv

G ≤−+≤+≤ ∑
∈

'' 。 

接下來我們證明極圖的唯一性。 

假設 ( ) ( )( )nTEGE r= 。由於 ( )( )nTrδ 與 ( )( )nTr∆ 相差最多是 1，所以

( ) ( )( ) ( )( ) (GnTnTG rr ∆≤ )∆≤≤ δδ 。 

令 ( ) ( ) ( )GxdGVx δ=∈ , ，於是 ( ) ( ) ( ) ( )( )1−≥−=− nTExdGExGE n ，由歸納

法， ( 1)−≅− nTxG r ，此時 中最小的部分有xG − ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

r
n 1

點，而 和 之間共

有

x xG −

( ) ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡−

r
nn

r
nn 11 個邊。 

由於 和同一部份的點不相鄰，所以 和不同部份的點皆相鄰， 。

Q.E.D. 
x x ( )nTG r≅

 

（註） 上述定理可以直接證明 ( )nTG r≅ ，然後再說明 r分圖中以 的邊數最

多即可。以下再介紹一個比定理 1.10 強些的性質。 

( )nTr
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定理 1.11. （Erdös, 1970） 
令 為不含子圖 的 點圖，則必存在一個G 1+rK n r分圖H，它滿足 (i) 

及 (ii)( ) ( )GVHV = ( ) ( ) ( )xdxdGVx HG ≤∈∀ , 。當 不為完全G r分圖時，則

必存在一個 ( )GVz∈ ，使得 ( ) ( )zdzd HG < 。 

證明. 對 r作歸納，顯然 1=r 時成立。假設 2≥r ，且對於小的 r部成立。令

( ) ( ) ( )GxdGVx G ∆=∈ , ，且 ( )xNW G= 。於是 [ ]WGG =0 不含子圖 。所以，由

假設，存在一個

rK

1−r 分圖 ，0H ( ) WHV =0 ，同時， ( ) ( )ydydWy HG 00
, ≤∈∀ ，同

時，當 不為完全0G 1−r 分圖時， Wy ∈∃ ' ，s.t. ( ) ( )'' ydyd HG 00
≤ 。 

令 ( )WVHH −∨= 0 ，顯然H為 r分圖。再看 ( )HVz∈ 。 

(i) 當 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zdGxdxdzdWVz GGHH ≥∆===−∈ , 。 

(ii) 當 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zdWnzdWnzdzdWHVz GGHH ≥−+≥−+==∈
00

,0 。 

所以不等式成立。 

現在假設對所有 ( ) ( ) ( )ydydGVy HG =∈ , ，於是 ( ) ( )HEGE = ，所以

( ) ( )00 GEHE = ，由歸納假設 是完全0G 1−r 分圖。 

又因為 ( ) [ ]( )WVGEWWVudWWV
WVu

G −+⋅−=≥⋅− ∑
−∈

 ( )HG = 。 

[ WVG − ]沒有邊，所以G為完全 r分圖。                         Q.E.D. 
 

（註）  
1. Turán 的證明方法 

 首先，因為 中不含 ，我們可以適當地再加入邊，使得 中有 。

令 ，所以 

G 1+rK G rK
( ) ( ) UWGVWKV r == \,

( ) ( )( ) [ ]( )( )UGErnr
r

GE +−−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ 1

2
 

( )( ) ( )( )( )rnTErnr
r

r −+−−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ 1

2
 

( )( )nTE r≤  

唯一的部份與上述類似。 
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2. Zykov's Proof. 

令 為G中度數最大的點之一，1v ( )1vNW = 。令 為由 中的 由1G G [ ]WG

(WTr 1− )
GVv \12 ∈

取代的圖。考慮 ；假如它是空集合，stop，不然的話，令

，去掉與 相鄰的邊之後加入

( ) WGV \1

( ) W 2v Wxxv ∈,2 ；於是得到新圖 ，2G

( ) ( ) ( )GEGEGE ≥≥ 12 而且 都不含 。 21, GG 1+rK

繼續上述的步驟直到 中的所有點均與W的所有點相鄰為止，則所
得到的圖為完全多分圖；這個時候如果它不是

( ) WGV \1

( )nTr ，則可以知道它的邊數仍小

於 ，所以( )nTr ( )( ) ( )( )nTEGE r≤ 。 

 

3. 上面所提到的換邊概念：去掉 相鄰的邊，加入所有與2v ( )1vN 相鄰的邊，稱為

是"把 對稱化到 1（Symmetrization of  to ）"，完成之後， 與 對稱（有

相同的鄰域）。在 的情況下，上述的轉換圖的邊數不會減少，而且若是原

圖不含 ，轉換之後的圖也不會含 。 

2v v 2v 1v 1v 2v

21 vv ≠

1+rK 1+rK
 

Problem.  ( ) ?; 1 =−+ eKnex r

 

 

§2. ex ( n ; Ks,t ) 
 
 把不含完全圖的研究推廣至不含完全二分圖並沒有想像中那麼順利，截至目

前為止，仍有不少的課題等待解決，例如極圖的長像就沒有像 Turán 圖那麼樣地

明確。以下我們先介紹不含 的二分圖 ，m與 n 分別為第一及第二部

份點集(Partite set)的大小，同時不出現的 也規定是有 個點來自第一部份，t

個點來自第二部份。 

tsK , ),(2 nmG

tsK , s

 
Zarankiewicz  Problem 

在所有的 中， ， ，不含 的圖最多有幾個邊？ ),(2 nmG sm ≥ tn ≥ tsK ,

例. 當 ，7=m 7=n 時，不含 的圖最多有 21邊。(？) 2,2K

 為了便於表示，以下就用 來代表 Z.問題的最大值，因此
，接下來我們的工作是找 的上界。 

),;,( tsnmz
21)2,2;7,7( =z ),;,( tsnmz
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引理 2.1. 令 分別為非負整數滿足下列條件：rktsnm ,,,,, ms ≤≤2 ， ，

，以及不含 的圖 它有

nt ≤≤2

mr ≤≤0 tsK , ),(2 nmG rkmz += 邊，再令 。(kyz = y可以

不是整數。)則 

  。      ------------------(＊) ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
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)(

證明. 

 令 。定義 H為一個二分圖 ，令 若且唯若

。因此 。現在考慮任意的集合

，

),(),( 221 nmGVV = ),( 2
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
t

V
V Ax H~

Aaax G ∈∀,~ ∑
∈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

1

)(
|)(|)(

Vx

G

t
xd

HEHe

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

t
V

B 2 B至少與 個 中的點相連，否則就會有 ，所以

，於是 。 

)1( −s 1V tsK ,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤

t
n

sHe )1()( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
∈ t

n
s

t
xd

Vx

G )1(
)(

1

 因為 G是二分圖，所以 。再來看函數 ，∑
∈

=+==
1

)(
Vx

G myrmkzxd ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

t
x

xf )(

!
)1)...(2)(1(

! t
txxxx

t
x

t
x t +−−−

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
，它是一個凸函數(convex)，所以 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑
∈ t

n
s

t
xd

t
k

r
t
k

rm
t
y

m
Vx

G )1(
)(1

)(
1

。(？)            Q.E.D. 

( 註 ) (i)因為 ，所以最平均的度數來分配為 。 ∑
∈

+=
1

)(
Vx

G rmkxd )1()( ++− krkrm

   (ii) 。 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
5.8

2
3
8

3
9

3
7

3
10

 接下來證明上界。 

定理 2.2.  mtmtnstsnmz tt )1()1()1(),;,(
111

−++−−≤
−

。 

證明. 令 為不含 的極圖，同時),(2 nmCG = tsK , mytsnmzGe == ),;,()( 。由於
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ny ≤ ，所以由(＊)推得 

     1)1)(1()1( −+−−≤+− mtnsty tt tt mtnsty
11

)1()1(1
−

+−−≤+−  

所以 mtmtnsmytsnmz tt )1()1()1(),;,(
111

−++−−≤=
−

。         Q.E.D. 

推論 2.3.  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−+≤ 2

1
)1)1)(1(4(1

2
)2,;,( nsnsnnz 。 

證明.  由(＊)， ，    (註：⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

)1(
2

n
s

y
n nysnnz =)2,;,( 。) 

    所以     )1()1()1( −−≤− nnsyny ， 

        0)1)(1(2 ≤−−−− nsyy

    
[ ]

2
)1)(1(411 2

1
−−++

≤
nsy ，推論得證。            Q.E.D. 

推論 2.4. (Reiman, 1958) 

 ])34(1[
2

)2,2;,( 2
1

−+≤ nnnnz ，而且當 ， 為質數次方數時，等

式成立。 

12 ++= qqn q

證明. 第一部份的證明很明顯，我們證明第二部份(等式成立)。 
   當 q為質數次方數時， 階投影平面存在(？)，所以存在一個設計 ，

。令 ，

n ),( ΒΧ

||1|| 2 Β=++ q=Χ q Χ=1V Β=2V ，而且 中的一點 ，與 中的一點1V x 2V B

有邊相連，若且唯若 ，所得的圖也可以用 表示。由於投影平面中，任

兩條線( 中的兩個元素)恰好交於一點(

Bx∈ ΒΧ ,G

Β Χ中的元素)，而且任兩點( 中的元素)

也恰好在一條線上( 中的元素)，所以 中不含 。 

Χ

Β ),( 21 VV 2,2K

 現在 中有 個邊(每邊有),( 21 VV )1)(1( 2 +++ qqq 1+q 個邊)。由 ，

所以

nqq =++ 12

])34(1[
2
1

2
)1(411 2

1
−+−=

−−+−
= n

n
q ，因此   

])34(1[
2

)2,2;,( 2
1

−+≥ nnnnz ，推論得證。                          Q.E.D. 

我們回頭來看 。 ),( , tsKnex

定理 2.5.  ntnsKnex tt
ts )1(

2
1)1(

2
1),(

121

, −+−≤
−

。 
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證明.  首先證明 ntnstsnnz tt )1()1(),;,(
121

−+−≤
−

。這可以由定理 2.2直接推得 

( 因為  )。1+−≥ tnn  

 令 ， 及 。利用

我們可以定義一個二分圖

},...,,{)( 21 nxxxGV = },...,,{ ''
2

'
11 nxxxV = },...,,{ ""

2
"
12 nxxxV =

G ),( 21 VVH = ，其中 若且唯若 。由

於G中不含 ，所以

"' ~ jHi xx jGi xx ~

tsK , H中也不含 ，因此 tsK ,

      (？) 定理得證。             Q.E.D. ),(2)( , tsKnexHe ≥

推論 2.6. )341(
4

),( 4 −+≤ nnCnex 。 

推論 2.7.  )341(
4

),( 4 −+= nnCnex ， ，其中 q為質方數。 12 ++= qqn

問題.  當 不是上述推論的型式時，等式仍然成立嗎？ n
 
定理 2.8.  ( Füredi ) 

 當 時，mst ≤≤≤1 ttt tmtnnmtstsnmz
22111

)1(),;,(
−−

+++−≤ 。 

Conjecture     (1) 1,))1((),;,(
12

=+=
−

t
t

t cnocttnnz 。 

      (2) 1,))1((
2
1),(

12
, =+=

−

t
t

ttt cnocKnex 。 

( 註 ) 當 時，結果與推論 2.4及 2.7相似。( Brown, 1966)。 3=t
相近於找極圖的概念，我們可以考慮一個圖G它本身不含任何的子圖H，

但是只要再加入任意的一邊，就會出現H，這樣的圖G一般稱它為 −H 飽和

( −H Saturated)圖。 

例.  為一個 飽和圖。 5C −4C

例.  為一個 飽和圖。 3,3K −3C

 顯然一個極圖可以把它當成是具有最多邊的飽和圖。為了探討

Zarankiewicz問題，我們介紹飽和的二分圖，同時集中精神來看當H為 ，

亦即是 的情形。 

2,2K

4C
 

命題 2.9. 在 中一個 飽和的二分子圖nmK , −4C H最少有 1−+ nm 個邊。 
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證明. 如果 1)( −+≤ nmHe ，則H為不連通圖。因此至少可以在加入一邊仍然不

含有 ，此為矛盾。                                            Q.E.D. 4C

命題 2.10. 在 中存在一個具有nmK , 1−+ nm 邊的 −4C 飽和子圖。 

證明. 令 ，其中ΒΧ= ,GG ),( ΒΧ 為 1=λ 的 2-設計( 2- design )， ，

， ，

n=Χ ||

}}{,...,}{,{ xxΧ=Β m=Β || Χ是一個具有 個元素的集合，而且n Χ∈x 。則

，而且G 不含任何 為子圖，亦即 為1)( −+= nmGe 4C G freeC −4 。    Q.E.D. 
 

( 註 ) ，定義方式與推論 2.4 相同。 =ΒΧ ,G ),( ΒΧ

 究竟怎樣的 ),( ΒΧ 可以定義出最多邊的 −4C 飽和的二分圖呢？當然是在

固定的情況下討論才有意義。以下的定理提供一個相當不錯的估計。 nm ,
 

定理 2.11. 令 為一),( ΒΧ 1=λ 的設計( 2- design )， { }Β∈= BBK ||| ，且

。假如{ }nBBB ,...,, 21=Β m=Χ || ， { }1, += kkK 且滿足 ，

則 是 中具有最多邊的

∑
=

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i

i k
Bm

1 2
||

2

ΒΧ ,G nmG , −4C 飽和二分子圖。 

證明.  由 的定義， 。假設存在有另一個 ，

，滿足 。 

ΒΧ ,G ∑
=

ΒΧ =
n

i
iBGe

1
, ||)( ΑΧ ,G

{ }nAAA ,...,, 21=Α ∑∑
==

>
n

i
i

n

i
i BA

11
||||

令 ，ii yA =|| ii xB =|| ， iii xyd −= ，以及 ，⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

22
* ii
i

xy
d ni ,...,2,1= 。 

於是   。同時   0
111

>−= ∑∑∑
===

n

i
i

n

i
i

n

i
i xyd

2
)1)((

22
)1(

2
)1(

22

22
* −+−

=
−+−

=
−

−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= iiiiiiiiiiiiii

i
xyxyxxyyxxyyxy

d  

)(
2

)1)((
)( kxkdxd

xyxy
xxy iiii

iiii
iii ≥≥≥

−−−
+−= 。 

所以     ∑ ∑ ∑
= = =

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i

n

i

n

i

n

i
i

i
i

ii d
ym

d
ymBm

1 1 1

**

22
)

2
(

22
||

2 ∑
=1
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      ( ，每一邊最多出現一次。) ∑ ∑
= =

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

n

i

n

i
i

i kd
ym

1 122 ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

i

iym

1 22

   )0(
11

>≥ ∑∑
==

n

i
i

n

i
i dkd

       這與假設矛盾，定理得證。                       Q.E.D. k≥

問題. 在 中是否存在一個具有 30邊的12,9G −4C 飽和子圖？最多邊的飽和子圖

長像如何？它有多少邊？ 
 
問題(＊).    (Explicit form!) ?)2,2,,( =nmz
 
§3. ex( n ; K r+1(t) ) 
 

這節我們探討：要避開的圖為平衡完全多分圖的情況。每部分有 t 點的完

全 r+1分圖，用 來表示，所以當 r=1時，此圖為平衡完全二分圖，而 t=1

的情況就是完全圖 。 

)(1 trK +

1+rK
首先，我們觀察 中有多少邊。如果 n=qr，則)(nTr

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
)11(

2
1

22
)(

22
)1(

222
))((

n
r

rq
r

n
r

rrqrqnqrqnq
r

n
nTe r

所以， 基本上至少有)(nTr ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
)11(

n
r

個邊；而當 r > 1時，一個具有 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2
)11(

n
r

邊

的圖，不一定包含子圖 ；那麼究竟要多少邊才夠呢？ 1+rK
 
引理 3.1. 給任何一個固定的正數ε。則在 n足夠大時，每一個具有 n點圖 G，

只要 nG εδ ≥)( ，則 G中必定包含 ，其中ttK , nt logε≥  (log n以 e為底)。 

證明. 因為 nG εδ ≥)( ，每個 G中的點 x至少可以和 個不同 t-子集(t-subset)

的所有 t個點相鄰。令

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
t
nε

⎡ nt log ⎤ε= ，所以

ε
ε

ε
ε

εεεε
ε

ε
ε

εε

ε
εεεε

)1(loglog)1(log1 22)1(22

)11(
)1()1(

)1()1(
)1()1(

)1()1(

n
n
te

n
t

n
t

n
t

n
t

n
t

tnnn

tnnn
n
t

tnnn
tnnn

n
t

t
n

n

t
n

t

ntt

ttt

≤<=⋅<

−
−≤

−
−⋅⋅⋅−

+−⋅⋅⋅−
=

+−⋅⋅⋅−
+−⋅⋅⋅−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−−

−−−
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因為 0)1(loglim
0

=
+→

ε
εε

，所以當 n夠大時，上式<1，也就是

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

t
n

n

t
n

t

ε
<1。 

由於 ，所以存在 t個點，他們全部連接到另外的 t個點， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
t
n

t
t
n

n
ε

亦即 。              Q.E.D. ttKG ,⊇

 
以下的定理為一般的形式。(引理為 r=1的特例。) 
定理 3.2. ( Erdös 及 stone, 1946) 

令 0 ,1 >≥ εn . 則存在一個正整數 ),(00 εrnn = 滿足以下的性質： 

當 0)( nnGV ≥= (n夠大)及 n
r

G )11()( εδ +−≥ 時， )(1 trKG +⊇ ，其中 

)!1(2
log

1 −
≥

− r
nt r

ε
。 

證明. 對 r歸納，顯然 r=1時，由引理 3.1得知敘述成立。現在假設 2≥r ，G為

n點圖同時 n
r

G )11()( εδ +−≥ 。而且對於 rr <' ，敘述為真(歸納假設)。由於

n
rrr

n
r

n
r

G )
)1(

1
1

11()11()11()(
−

+
−

−=−>+−≥ εδ ，所以 )'(trKG ⊇ ，其中

)!2(2
log' 2 −

≥
− r

nt r
ε

，所以令 ⎡ ⎤
!2

1 ,log' 2 r
dndt rrr

⋅
==

−
。(註：此時

)1(
1
−

=
rr

ε 。) 

現在，令 (K為子圖)， ，同時滿足GKK tr ≤=)'( )(\)( KVGVU ⊆

K)
2r

1-(1, , ε
+≥><∈∀ KxUx 。由於<K,G-K>所含的邊數 f滿足下列不等式

K
r

KUnKUfKn
r

K )
2

11)(()11( εε +−−−+≤≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+− ；所以

)1
2

()
2

1(
2

−+−≤
εεε rKrUnr

，因此在 n足夠大時， nnrU εε
≥≥

2
。 

令 ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡

−
=

− )!1(2
log

1 r
nt r

ε
，則 ⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡≥ '

2
)( trt ε
，由於 'rtK = ，所以

ttrtrtrK
r

+−≥⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡ +−=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡ +− ')1()'

2
(')1()

2
11( εε

。這表示 U中的每個元素 x至少與 K

中的 個點相鄰，同時ttr +− ')1( ')( )( GKxN trK =⊇ (註： )。現在，因為在 Ktt ≥'
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中找到的 有 個，令 W為所有在 U中且與同一個 相連之點所成的集

合，於是

)(trK
r

t
t
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ '
)(trK

r

t
t

U
W

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

'
。(每一點都至少 cover一個 。) )(trK

由直接計算 rtrrt tt
n

t
t

nW
−

≥

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≥

)!()'(

!
)'(

εε
，但是 t

e
tt )(!≥  (Stirling 公式)， 

所以 trn
et
tnW trtr ≥≥≥ )

3
()

'
( εεε 。(？自行證明 ) 這表示用 可以導

出一個 的子圖。                               Q.E.D. 

)'(GVW ∪

)(1 trK +

 
以下介紹的引理可以把最小度數的條件轉換成整個圖邊數的條件，放寬了已

知圖的要求。 
 

引理 3.3. 令 0 , >εc ，則當
ε
3

>n 時，點數為 n，邊數至少為 的圖 G，

必含一子圖 H，H滿足以下兩條件： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
)(

n
c ε

i. )()( HVcH ≥δ ， 

ii. nHV 2
1

)( ε≥ 。 

證明. (註) 10 ≤+<< cεε  
利用反證法。假設我們找不到滿足上述兩條件的 H，於是存在一個遞減的子

圖序列：
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
=>⋅⋅⋅>>= − nlGGGG lnn

2
1

1  , ε ；這個序列滿足

(a) ljnjGV j ≥≥=  ,)( ，及(b)對於所有的 ，在 中唯一的

元素 x，

ljn >≥ )(\)( 1−jj GVGV

cjx
jG <)(deg 。(如果序列不存在，則 H已然存在。) 

現在，我們計算 中的邊數：

 

lG

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+> ∑

+= 2
1

2
1

2
)(

2
)()(

1

ln
c

n
cc

n
cGe

n

lj
jl εε
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       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

222
1

2
ln

cn
l

c
n

εε

(
ε

ε 3 ,2
1

>
⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
= nnl ) 此為不可能，所以引理得證。    Q.E.D. 

 
有了引理 3.3，我們可以得到比 Erdös-Stone定理更強一點的 Bollobás-Erdös

定理；前者在西元 1946 年發表，後者則在西元 1973 年發表。(Erdös-Stone定理

一般也認為是奠定極圖研究基礎的最重要成果。) 
 

定理 3.4. 令 r為正整數， 0>ε 。則必存在一個整數 ),(00 εrnn = 使得當一個 n

點圖 G滿足 
(i)  及 0nn ≥

(ii) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−≥

2
)11()(

n
r

Ge ε  的條件時，G包含 為子圖，)(1 trK + )!1(2
log

1 −
≥

+ r
nt r

ε
。(註：

t 令比給定的值大，但不是所有比此值大的數都可以當作 t。) 

證明. 令
ε
1

>n ，則由引理 3.3，在 G中有一子圖 H， nhHV 2
1

)( ε≥= 而且

h
r

H )
2

11()( εδ +−≥  (
2

11 ε
+−=

r
c )。因此，當 h足夠大時(n夠大)，H有子圖

，)(1 trK + )!1(2
log

)!1(2
log

)!1(2
log

)!1(2

log
2

11

2

1

2

1 −
≥

−
≥

−
=

−
≥

+++− r
n

r
n

r
h

r

h
t rrrr

εεεε
ε

。    Q.E.D. 

 

推論 3.5. )(
2

)11();( 2
)(1 n

n
r

Knex tr ο+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=+ 。 

(註)1. 0
)(
)(lim  s.t.  )(

n
==

∞→ nf
nggfο 。(比起 f，g的比例很小。) 

2. 在 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
)11()(

n
r

Ge 時，G可能不含 ；所以由定理 3.4，上述推論

成立。 

)(1 trK +

推論 3.6. 令 為 l個圖，同時lFFF ,...,, 21 { }liFr i ,...,2,1)(min1 ==+ χ 。則

)(
2

)11(),...,,;( 2
21 n

n
r

FFFnex l ο+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 。 

證明.  由於任何 的子圖都可以用 r個顏色圖好點，所以)(nTr
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)(
2

)11())((),...,,;( 2
21 n

n
r

nTeFFFnex rl ο+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥≥ 。 

另一方面，因為有某一 是 的子圖(對某個 t)，所以jF )(1 trK +

)(
2

)11();();(),...,,;( 2
)(121 n

n
r

KnexFnexFFFnex trjl ο+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=≤≤ + 。  Q.E.D. 

(註)我們可以定義一個 n點圖的密度(Density)

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

)()(
n
GeGα ，於是不含  )(1 trK +

( 1>r )的極圖 G，它的密度是(
r
11− )。(n足夠大。) 

問題.  The upper density of an infinite graph G is the supremum of the 
densities of arbitrarily large finite subgraphs of G, i.e. 

{ }largey arbitraril is )( and )()(sup)( HVHVHG +∞<= αα . Prove that 

r
G 11)( −=α  or 0 for some positive integer. 

 
§4. 蘭西理論（Ramsey Theory） 
 

蘭西理論自從 1930由蘭西定理開始在很多方面都有非常大的影響力，在圖

論方面能自成一個重要專題絕對不是隅然的事。一方面，它比 Dirichlet所發現的
鴿籠原理更強，另一方面它與極圖的研究密不可分；所以在圖論中它是極重要的

一個研究課題。 
我們都知道，所謂的鴿籠原理是一種"量"的要求，當總數被分割成數部分之

後，必然有一部分的量比平均值大一些，所以鴿籠原理也可以想成是平均數原

理。然而，蘭西理論的概念比較強，除了"量"的要求，也加上結構上的要求。例

如，我們用 代表以 為點集合的無窮完全圖，然後再把 的所有邊上塗紅

色或藍色，於是至少有一色出現無窮多次是鴿籠原理的產物；然而，是否能保證

"存在一個無窮集合

( )ωK Ν ( )ωK

Ν⊆M ，它滿足M 中的任兩點皆用同色邊相連"，就需要蘭

西理論的概念來加以印證。 

 
定義 4.1. 

對於所有的正整數 ，2, ≥ts ( )tsR , 代表最小的正整數n，它滿足當 的邊以

紅，藍兩色著色之後，必定會出現一個紅色的 或一個藍色的 。(紅色 代

表這個圖 中的每一個邊皆塗上紅色。) 

nK

sK tK sK

sK
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定義 4.2. 

當 時，用 代表ts = ( )sR ( )ssR , ，而當顏色不只兩色時，以 代

表在 色時，必存在第一色的 或第二色的 。於是

( )kk sssR ,,, 21 L

k
1s

K
2sK L, ( )sRk 也自然代表在

的特殊情況。以下的性質，不難證明。 ssss k ==== L21

 
定理 4.3. 在 時，≥ts, ( ) ∞+<tsR , ，而當 時，則 2, >ts

(i)  ( ) ( ) ( )1,,1, −+−≤ tsRtsRtsR  及 

(ii)  ( ) .
1

2
, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−+

≤
s

ts
tsR

（註） 當 及 都是偶數時，(i) 的等式不成立。 ( )tsR ,1− ( 1, −tsR )
 

推論 4.4. ( ) .2 22

s
sR

s−

≤  

證明. 由(ii)， ( ) ( )( ) ( )
( )!1

23222
1
22

−
−−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

≤
s

ssss
s
s

sR L  

( )
( ) ( )!1!1

!22
−−

−
=

ss
s  

( )( )
( )

12
!1

135232 −⋅
−

⋅−−
= s

s
ss L  

1
1

22 −
−

⋅≤ s
s

s
（歸納法） 

.2 22

s

s−

=                              Q.E.D 

 
定理 4.5. （Thomason, 1988） 

這個定理離前面推論的獲得至少 50 年，看起來進展不大，但是這卻是一個

相當深入的結果，同時也顯示蘭西數研究的難度。 
從另一方向來看，要求 ( )sR 的下界更是不容易，除了直接的建構法之外，

隨機的概念也扮演重要的角色。 
 
定理 4.6.  ( ) .2 2/ssR ≥

證明. 令 為不大於 的最大正整數，亦即n 2/2 s ⎣ ⎦2/2 sn = ；現在隨機在 上的邊

塗上紅色或藍色，這樣的塗法共有 種。同時，固定某個 個點彼此都連上同

nK

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

22
n

s
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色邊的塗法為 。因此，會出現同色 的塗法至多為

。所以當 時，必存在一種著色法，他不

會產同色的 。我們現在來證明 。 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2222
sn

sK

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

s
nsn

2222 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅>

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

s
nsnn

222 222

sK ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

s
ns 122

( ) ( ) ( )
2

1
121

2
!

112
−

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

⋅
+−−

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ sss

s
snnn

s
n L  

1
2!

2
2/

2
1

2 <⋅<
+

s

s
s

n
s

 （已知 ⎣ ⎦2/2 sn = ）                  Q.E.D 

上述的證明，說明了當 增大時，s ( )sR 的成長是以指數的形式成長，要找出

的正確值也相對地越來越困難，目前只知道( )sR ( ) 63 =R ， ( ) 184 =R 。 
接下來，我們討論著色的色數大於 2的情況；同時我們也把一般圖的著色

推廣成超圖的著色，為了便於討論，以下的邊都是： 2, =− rsubsetr 的情況為

的著色，而一般的形式以

nK
( )rX 表示 X 的所有 subsetr − 所成的集合， ( )rX 也可寫

成 ，⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
X ( )rX 中的點數即為 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

r
X
。 

 
定理 4.7. 令 { }tsr ,min1 << 。則 ( ) ( ) ∞+<tsR r , 且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 11,,1, 1 +−+−≤ − tsRtsRRtsR rrrr 。 
（ 為超圖的蘭西數。） ( )( tsR r , )

證明. （對 及ts + r作歸納） 
由於 ，( ) ( ) ( ) ( stRtsR rr ,, = ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 11,,1,,2 +−+−≤= tsRtsRtsRtsR ，而且

當 tsr ≤= 時 ( ) ( ) ttsR r =, ，所以歸納法的起始值成立。現在，假設 ，

均為有限值，且

( ) ( )1, −tsR r

( ) ( tsR r ,1− ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ∞+<−−− 1,,,11 tsRtsRR rrr 。 

令 X 為具有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 11,,,11 +−−− tsRtsRR rrr 個元素的集合，α為 的一個

塗色方法（任一個 皆有一色，紅或藍）。現在，任選一個元素 ，

令

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
X

subsetr − Xx∈

{ }{ 1\| −=⊆= rBxXBBY 且 }，則由α，可以推得一個 'α ，它是Y 的一個塗

色方法： ( ) { }( )xBB ∪=αα ' 。 
於是，Y 中存在一個子集合 Z，它具有 ( ) ( )tsR r ,1− 個點，而且 Z中的任意 1−r

個點所成的邊都是紅色邊，或是存在一個子集合 'Z ，它具有 ( ) ( 1, −tsR r )個點，而
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且 'Z 中的任意 1−r 個點所成的邊都是藍色邊。不失一般性，令前者成立。再回

頭看 X 的著色；如果 X 中有一子集合T ，具有 點，而且T 中的任t r個點均塗藍

色，定理得證；不然的話，有一子集合 '，他的任意S ( ) subsets −−1 均為紅色；

現在看 ，則任意 均為紅色，所以定理得證。                  
Q.E.D 

{ }xS ∪' subsets −

2>（註） 當 2=r 時或具有 個顏色， k ，證明方法類似。 k
 
定理 4.8.  

( )( )k
r

k sssR ,,, 21 L  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 11,,,,,,,1,,,,1 12132121
1 +−++−+−≤ −
−

kk
r

kk
r

kk
r

k
r

k ssssRssssRsssRR LLLL

。 
以下的結果是 Erdös及 Szekeres在這課題中重要的貢獻。在敘述定理之前，

先介紹兩個定義。 
 
定義 4.9. 

平面上 2維座標的點集合 ，如果 中任兩點的S S −x 座標都不相等，則 為

非退化的點集（Non-Degenerate）。 
S

 
定義 4.10.  

令 為具有 個點的非退化點集合，S k

( ) { }{ }kii xxxkiyxS <<<∈= LL 21,,,2,1, 。當
12

12

1

1

++

++

+

+

−
−

≤
−
−

ii

ii

ii

ii

xx
yy

xx
yy

，

，成立時，則 稱為凸2,,2,1 −= ki L S −k 集（Convex setk − ），若是斜率越來

越小，則 為凹S −k 集（Concave setk − ）；前者也稱為是 cupk − ，後者為 。 capk −
定理 4.11.  （Erdös及 Szekeres, 1935及 1960）  

對於任意的 ，如果 為具有 點的非退化集合，則 必定

包含一個 或是一個 。如果點數變少，則上面的敘述不一定成立。 

2, ≥lk S 1
2

4
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−+

k
lk

S

cupk − capl −

證明. 令 。（對( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−+

=
2

4
,

k
lk

lkφ lk + 歸納。） 

由於任意兩點，只要 座標不一樣，它就形成一個−x cup−2 也是一個

，因此，當 時，cap−2 { } 2,min =lk ( ) 1, =lkφ ，假設成立。現在，假設在比 小

的時候成立，且令 為具有

lk +
S ( ) 1, +lkφ 點的非退化集合。 

（用歸謬法證明）假設 中不含S cupk − 也不含 capl − 。由於

( ) ( ) 1,1,1 +≤+− lklk φφ ，所以 必含有一個S ( ) cupk −−1 或是一個 。現在

不含 ，因此 必含

capl − S
capl − S ( ) cupk −−1 。令 L為所有 ( ) cupk −−1 的最後一點所成的

 52



集合。於是 中必定不含 ( )LS \ cupk −−1 ，所以 ( )lkLS ,1\ −≤ φ ，這可以推得

( ) 11, +−≥ lkL φ 。因此，在 L中就一定包含一個 ( ) capl −−1 ， { }121 ,,, −= lqqqC L ，

其中 。而且 的斜率不小於 的斜率，

。由於

{ ',' iii yxq = } 1+→ ii qq 21 ++ → ii qq

3,,2,1 −= li L L是 ( ) cupk −−1 最後一點所成的集合，所以 ，

為某一 ( ) 的最後一點。現在，看 的斜率與

的斜率；如果後者不小於前者，則

11 −= kpq 1−kp

cupk −−1 { 121 ,,, −kppp L } 12 −− → kk pp

21 qpk →− { }2121 ,,,, qppp k−L 為一 ；另

外，如果後者小於前者，則

cupk −
{ }為一 l − ；這與假設矛

盾，第一部份得證。 
12112 ,,,, −−− = lkk qqqpp L cap

接下來，我們利用遞迴的方式建構一個集合 ( )lkSS lklk ,, ,, φ= ，使得 為

非退化集且 不含 也不含

lkS ,

lkS , cupk − capl − 。 

首先，當 ，令{ } 2,min =lk ( ){ }0,1, =lkS 。令 1,, , −− == lklik SZSY 已經建構好；

也就是說Y 與 Z均為非退化集，Y 不含 ( ) cupk −−1 及 capl − ； Z 不含 及

。（ ） 
cupk −

( ) capl −−1 .3, ≥lk

令 ( ) ( ){ }lkmiyiY i ,11, −=≤≤= φ ， ( ) ( ){ }1,1, −=≤≤= lkniziZ i φ ，

( ) ( ){ }miyiY i ≤≤= 1,εε 及 ( ) ( ){ }nizmimZ i ≤≤++= 1, εε 。由觀察，只要ε夠小，

則 ( )εY 中任兩點的連線會在 ( )εZ 的下方，同時 ( )εZ 中任兩點的連線會在 ( )εY 的上

方。於是 ( ) ( )εε ZY ∪ 為所求。（？）                                    Q.E.D 

（註） 如下圖所示，如果C為一 cupk − ，且 ( ) ( )εε ZYC ∪⊆ ，則 ( ) 2≥∩ εZC ，

否則 ( )εY 包含一個 ( ) 。（ 包含一個cupk −−1 Y⇒ ( ) cupk −−1 。）於是

。另一方面，如果 為一( ) →←⊆ εZC D capl − ，且 ( ) (εε ZYD ∪⊆ )，則

( ) 2≥∩ εYD ，否則 ( )εZ 包含一個 ( ) capl −−1 。於是 ( ) →←⊆ εYD 。 
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推論 4.12. 

在平面上，三點不共線的 點中，必定可以找到 個點，它們可以

連出一個凸 邊形。 

1
2
42

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

k
k

k

−k
猜測. （Erdös 及 Szekeres, 1935） 

在平面上，三點不共線的 12 2 +−k 點中，必定可以找到 k個點，它們可以連

出一個凸邊形。 
（註） 很容易。這是一個有潛力的研究專題，與幾何有極大的關聯。 4,3=k
 

接下來我們來看看原來 Ramsey所提出的定理。 
 
 
 
定理 4.13. 

令 A為一無窮集合，則把 的元素⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
A

−k 著色之後，必定含存在一個無窮集

合T ， 中的元素都塗上同一色（同色的 ）。 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
T

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
T

證明. 對 r歸納， 1=r 時命題顯然成立。現在令 1−r 時成立（ 2≥r ）。令φ為

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
s
A

r
A

的任意一個 著色，−k 010 , AxAA ∈= 。由φ可以導出（ ）

的一個 著色 '

{ }101 \ xAB =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
1

r
B

k φ ，其中 。由( ) { }( ) { } ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈∪∪=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∈∀
r
A

xSxSS
r
B

S 0
11

1 ,',
1

φφ

 54



歸納假設，在 中必存在一個無窮集合 ，它滿足 的元素都塗上同一色

，而且

1B 1A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
1

r
A

1d ∞=1A 。再令 { }21212 \, xABAx =∈ ，而且 的著色也是由⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1

2

r
B

φ推導

出來，亦即， 。同理，由歸納假設，在 中必存

在一個子集合 ，它滿足 的元素都塗上同一色 ，而且

( ) { }( 2
2 '',
1

xSS
r
B

S ∪=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∈∀ φφ ) 2B

2A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1

2

r
A

2d ∞=2A 。繼續這

個步驟，我們可以得到一個無窮數列 ，其中LL ,,,, 21 nxxx { }iii xAB \1−= ，而且

。由建構的過程得知 的元素都塗上同一色

。由於，有 色，所以必定存在一種顏色 ，它出現在無窮多個 。

令 為這樣的集合，於是由

( ) ( ) { }( i
ii xSS

r
B

S ∪=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∈∀ φφ,
1

) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1r

Ai

id k d Ν∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

i
r
Ai ,

1

L,,
21 ii AA L⊃⊃⊃

321 iii AAA ，推得集合 { }L,,
21 ii xxT =

中的任意 r個元素都塗上顏色 d，定理得證。                          Q.E.D 

nK

r

 
 
§5. 圖的蘭西理論(Ramsey Theory for Graph) 

 

 在上節，我們保證同色完全圖出現；於是，很自然地就可以保證同色的一般

圖出現；只是，這個時後所需要的點數n就可以變得小一些。 
 

定義 5.1. 令 分別為 個不含孤立點的圖。則kHHH ,...,, 21 k ),...,,( 21 kHHHrn =

代表最小的正整數使得任意 的 −k 著色，都必定存在同色的 。 },...,2,1{, kiHi ∈

 

引理 5.2. ，其中),...,,(),...,,( 2121 kk sssRHHH 。 ≤ kiHVs ii ,...,2,1,)( ==

引理 5.3. 令 為定義於 上的iH )( iHV uniform−γ 超圖，亦即每個邊都具有γ 個

點， ，則 ，其中ki ,...,2,1= ),...,,(),...,,( 21
)(

21
)(

kk sssRHHHr γγ ≤
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kiHVs ii ,...,2,1,)( == 。 

 如果所有的 都是完全圖，則由定義iH ),...,,(),...,,( 2121 kk sssRHHHr = ；所

以我們討論至少有一個不是完全圖的情況。 
 

定理 5.4. 對於所有的 以及 ，1≥l 2≥p 22),( 2 −+= plKlKr p 。 

證明. 令 代表不含任何邊的2−pO 2−p 點圖。則顯然 不含 ，而它

的補圖也不含 ，所以必定存在一種著色方法，使得同色的 及同色的 皆

不存在，因此

212 −− pl OK U 2lK

pK 2lK 1−pK

22),( 2 −+≥ plKlKr p 。 

 現在，假設 ，G為不含 的n點圖，亦即 中可以找到的最

大配對(Maximum matching)有
22 −+= pln 2lK G

1−≤ ls 邊；現在考慮 ， 為以上最大配對

所連接到的 個點。顯然 為空圖，所以

SGV \)( S

s2 GSGV >< \)( G中包含子圖 ，但是

，所以定理得證。 

snK 2−

plnsn =−−≥− )1(22

( 註 )在兩種顏色的情況下，一般把一色當成 nKG ≤ ，另一色為G。 

 
定理 5.5. 令 ，則1≥≥ ts 12),( 22 −+= tstKsKr 。 

證明. 不失一般性，令 。由於ts ≥ 112 −−= ts OKG U 不含子圖 ，而且2sK G也不含

子圖 ，所以2tK 12),( 22 −+≥ tstKsKr 。 
 要證明 12),( 22 −+≤ tstKsKr ，我們利用歸納法 ( 對  )。當 時，由

定理 5.4， ，所以不等式成立。現在，假設 ，

),( ts 1=t
sKsKr 2),( 22 = 2≥t

421)1()1(2))1(,)1(( 22 −+=−−+−≤−− tstsKtKsr ；同時令 12 −+= tsn ，而且

為任意的n點圖。首先，如果

G

nKG = ，則G必然包含子圖 ；另一方面，如果

，則

2sK

nOG = G包含子圖 ；所以，我們只需要討論另外的情形。當 ，

時，G中一定存在三點

2tK nKG ≠

nOG ≠ zyx ,, 滿足 )(GExy∈ ，但是 )(GExz ∉ 。 

 考慮 。由於 為{ zyxGG ,,' −= } 'G 42 −+ ts 點圖，所以，不是 中有子圖

，就是

'G

2)1( Ks − 'G 中有子圖 。如果是前者成立，則 為 ；

而當後者成立時 為 tK ，也就是說，不是G中有 ，就是

2)1( Kt − 2)1( Ksxy −U 2sK

2 2 2)1( Ktxz −U sK G中有
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2tK ，定理得證。 

 我們也可以把 推展至 。 2K 3K

 

定理 5.6. 當 而且 時，1≥≥ ts 2≥s tstKsKr 23),( 33 += 。 

證明. 令)( ≥ 1213 −−= ts SKG U ， 為12 −tS 12 −t 個邊的星圖(Star)。則G 不含 ，3sK

G 不含 。 3tK

)( ≤ 我們先證明 。令G為一個 8點的圖，於是 或8),2( 33 ≤KKr G G中必定包含

三角形；當G中有三角形時，已得證。所以，假設G中不包含三角形，因此 中

有三點

G

zyx ,, ，它們形成三角形。現在，考慮 { }zyxG ,,' = 。如果 中也有三角

形，則G中有 ，不等式得證。由於

'G

32K 'G 也不含三角形，所以 必定是 ，同

時， 中點與 中的點有邊相連，而且是至少連續( 中)的三點(？)；所

以， 中一定可以找到兩個沒有共用點的三角形， ，不等式得證。

的證明方法類似，在此省略。 

'G 5C

{ }zyx ,, 5C 5C

G 32K
10)2,2( 33 ≤KKr

  
接著，我們證明 23),( 33 +≤ sKsKr ， 。由於3≥s

{ }),(,)(),(max),( 22121 HGrHVHGrHHGr +≤U (＊)，所以

3))1(,())1(,(),(),( 333333333 +−≤−== KsKrKKsKrsKKrKsKr U  
         2332)1(3 +=++−= ss 。 
有了上述的結果，我們可以利用歸納法來證明不等式成立 (對 )。假設),( ts

)1(2)1(3))1(,)1(( 33 −+−≤−− tsKtKsr ，令 tsn 23 += ，同時ϕ為 的任意 著

色(紅與藍)。由於 ，所以 存在一個同色三角形，不失一般性，令此三角

形為紅色， ，於是考慮 ，此為

nK −2
11≥n nK

3R 3RKn − 3−n 個點的完全圖，它的著色方法來自

ϕ | ，因為3RKn − )1(2)1(33 −+−≥− tsn ，所以 3RKn − 中必定有紅色的

或是藍色的 。如果前者成立，則已經存在紅色的 ，不然的話，令

為一藍色三角形，再看 這個 ，它的邊不是 5邊以上是紅色，就是 5

邊以上是藍色，不論是那一種情況，都可以找到兩個不同色的三角形，它們共用

一點，令此圖為

3)1( Ks −

3)1( Kt − 3sK 3B

),( 33 BR 3,3K

*B (  )。 5|)(| * =BV
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現在， 中不是具有紅色的*BKn − 3)1( Ks − ，就是藍色的 3)1( Kt − ，不管是那

一種情況都可以加入 *B 中的三角形(紅色或藍色)來形成紅色 或藍色 ，不

等式成立。 

3 3sK tK

( 註 ) (＊)令 { ),(,)(),(max 221 HGrHVHGrn += }

2VKn −

，則 的任意 著色都會有

紅色的G或藍色的 ；有了前者，不等式已證；如果是後者成立，則考慮

，此時，藍色的 必存在，於是藍色的 存在。 

nK −2

2H

)(H 1H 21 HH U

 
 接下來，我們探討 的一般情況。 3≥≥ qp

定理 5.7. 令 ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
=>>≥≥≥≥ ),(2,,1,2 0 qp KKr

q
tpstsqp 以及

則),( 00 qp KtKtrC = CtqpstKsKrtqps qp +−+≤≤−−+ )1(),(1)1( 。 

證明. 當 時，G 不含 ，而且1)1(1 −−−= tqps OKG U psK G也不含 ，所以第一個

不等式得證。接著，我們利用歸納法來證明第二個不等式。顯然當

qtK

qp , 小的時
候成立( 前面定理 )。 

 由(＊)， ),()(),( qpqp tKtKrptstKsKr +−≤ 。所以當 時，tt ≥0

CtqpsCptstKsKr qp +−+≤+−≤ )1()(),( ，不等式得證。現在，考慮 ，而

且假設在 時，

0tt >

2≥≥ ts CtqspKtKsr qp +−−+−≤−− )1)(1()1())1(,)1(( 。令 

Ctqpsn +−+= )1( ，同時 為 點圖(由紅色導出)，G 不包含 ，G n psK G (由藍色

導出)也不包含 。 qtK

 我們只要證明在上述的情況下，必定存在一個紅色的 及一個藍色的 ，

它們有一共用的頂點即可。(因為在 中扣掉

pK qK

nK 1−+ qp 點，就一定存在紅色

或藍色 ，再加入紅色 或藍色 即可導致矛盾。) pKs )1( − qKt )1( − qK qK

 由於 Ctqspn +−−+−≥ )1)(1()1( ，而著色是選定不含紅色 及藍色 的

圖，我們可以進一步假設著色方式包含紅色

psK qtK

pKs )1( − 及藍色 qKt )1( − 。令 為紅pV
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色 的點集合， 為藍色pKs )1( − qV qKt )1( − 的點集合，顯然 φ=qp VV I 。現在令

，則 與 之間最多有qVx∈ x pV 1),( 1 −− qp KKr 條紅色邊，不然就存在紅色的 交

藍色 ；同理最多有

qK

qK 1),( 1 −−qp KKr 條藍色邊。但是，

2),(),(),(2)1()1( 1100 −+>≥≥≥−≥− −− qpqpqp KKrKKrKKrqtptptps ，此為矛

盾。所以紅色 與藍色 有共同點，定理得證。 qK qK

 最後，我們介紹如何利用極圖的概念來研究 ()(Hrk −k 著色 )。 HHi ≅

定理 5.8. 若是 ，則⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

2
);(

n
Hnexk nHrk ≤)( 。 

證明. 在 的nK −k 著色中，必定存在一種顏色它出現的邊數大於 ，所以

這個顏色的

);( Hnex

H存在。 

例. 。2)( 2
4 ++≤ kkCrk )8),(( 44 ≤CCr  

 因為 )341(
4

);( 4 −+≤ nnCnex ，而且 ，所以22 ++= kkn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

+++
=+

++
≤

22
)2)(()22(

4
2);(

222

4
nkkkkkkkkCnexk 。 

問題. 求 。(目前最好的結果是由金芳蓉及 R. Graham所證明的結果：當 )( 4Crk

2−k 為質數次方時， 。) 2)( 2
4 +−≥ kkCrk

問題. 求 。 3,)( ≥tPr tk

 
§6. Ramsey Theory for Integers 
  
 一般都以為 Ramsey Theory 是圖論的一個專題，頂多知道它在經濟學上有些

應用；然而在整數集合方面的相關知識就不是那麼容易被聯想到，僅管它的研究

比圖論來得更早。以下，我們先介紹希伯特(Hilbert)的一個重要結果。 
 令C為一個由自然數所形成的集合，亦即 。我們稱 為 ，如

果存在 個正整數 ，滿足 
NC ⊆ C cube−l

1+l lL ssss ,,,, 210

  11,121 −<≤<+++ + lL issss ii ，且 
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  { }或10
1

0 =+= ∑
=

i
i

ii ssC εε
l

。 

數列 lL sss ,,, 21 一般也稱為是超遞增數列(Super-increasing)。 

由於 iε 的選擇，C可以看成是由 { }( )1,0=KK l 中的點所對應出來的值，或者把C

看成由 的一個函數，而且是 1-1的函數，所以每個 都對應到 中的

個不同的自然數。 
NK →l C N l2

 如果C =k+ ，k′ C Z∈ ，則C′稱為是 的一個平移集合(Translate)。為了便於

了解，一個集合的分割(partition)可以看成是把該集合的元素著色(不同於一般圖
的著色)，而每一個顏色就對應到分割的一個子集合，這集合也稱為是同色的集
合(Monochromatic)。 

C

 以下的定理是 1892，由 Hilbert所証明； 為所有自然數所成的集合。 N
 
定理 6.1  令 中有一個 k-著色，則對於所有的 ，在這 k-著色所形成的 k
個集合中，必定有一集合它包含有無窮多個

N 1≥l
cube−l 的平移。 

証明：首先，我們對 l做歸納，証明對於任意的 ，皆存在一個正整數

，使得

1≥l
( l,kNn = ) [ ] { nn ,,2,1 L }

)
= 的任意 k-著色，都存在一個同色的 。 cube−l

 顯然，當 l =1時， 可以選( 1,kN 1+k ，亦即令 ( ) 11, += kkN 。 
現在假設 ，同時歸納假設成立：( l,kNn = ) [ ]n 的任意 k-著色，都存在一個同色的

，這也推得 的平移也具有相類似的性質，即包含同色的 之平

移。 
cube−l [ ]n cube−l

 令 ( ) 11, +=+= ll knkNn 。於是 [ ] U
lkn

j
jIn

1=

= ，其中

。所以由假設 的任意 k-著色都包含一個

的平移；由觀察，不難看出 中不同的

( ) ( ){ jnnjnjI j ,,21,11 L+−+−= } jI

cube−l jI cube−l 之平移最多只有 ( )

個，所以在 個區間中，至少有兩個區間

l1−n

lkn ( )jiII ji <與 ，它們具有相同顏色且為

同一 的平移，於是這兩個同色的cube−l cube−l 之平移放在一起就是一個

(同色)。( ) cube−+1l ( )( )01 nijs −=+l  

 現在，由於同色的 在cube−l [ ]n 中存在，我們可以把 分割成

,{
N

{ }n,,2,1 L }LL ,2,,2,1 nnn ++ ；於是每一個集合在 的 k-著色之下自然也存在
k-著色，同時同色的 存在，所以必定存在某一顏色，它有無窮多個同色

的 之平移；再加上每一區間不同的

N
cube−l

cube−l cube−l 之平移個數是有限，所以必
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定存在有無窮多個 的平移，它們是同的個cube−l cube−l 的平移。      Q.E.D. 
 上述的定理雖然長像有一點 Ramsey的樣子，但是它對於 Ramsey 理論的發

展並沒有多大的助益。倒是 Schur在 1916所得到的結果對這理論的推展有相當

大的影響。 
 
定理 6.2  對於任意的正整數 k，必定存在一個正數 m使得在[m]的任意 k-著色
中，必定存在同色的三個數 x,y與 z，同時 x+y=z。(x,y 不一定 distinct) 

証明：令 為  (k個 3的 Ramsey number)。由歸納法，我們不難

証明

( )3kR ( 3,,3,3 LR )

( ) ⎣ ⎦ 1!3 +≤ ekRk        (利用 ⎣ ⎦ ⎣ ⎦)!1(1! −+= kekek  ). 所以 為有限的正

整數。令

( )3kR
( )3kRm = , ϕ為[m]的一個 k-著色。利用ϕ，我們可以導出一個以[n]為

點集的完全圖，同時在這完全圖上導出一個邊著色 { }( ) ( ) njijiji ≤≠≤−=′ 1,, ϕϕ  

所以ϕ′為 k個顏色的邊著色。由 ( )3kR 的定義，在完全圖中必定存在一個同色的

三角形 ( ) ，同時nhjihji ≤<<≤1,,, { }( ) { }( ) { }( ) l=′=′=′ hihjji ,,, ϕϕϕ 。現在令

x=h-j，y=j-i，z=h-i，則 ( ) ( ) ( ) l=== zyx ϕϕϕ 同時滿足 x+y=z。            Q.E.D. 
這種同色元素間的性質，不久有了極為重要的推廣。 
 
定理 6.3  (van der Waerden,1927) 
 任給兩個正整數 p,k；如果 n夠大，則[n]的任一個 k-著色都存在一個同色且
至少有 p項的等差數列。 
 這個定理的証明在 1963經由 Haler及 Jewett以比較漂亮的形式表現，在此

省略。然而定理 4.3提供了一個非常有挑戰性的問題：在 p,k給定之後，使定理

成立最小的 n=W(p,k)為多少？例如，W(2,2)=3，W(3,2)=9，W(4,2)=35及
W(5,2)=178。其它的 p,k，W(p,k)所知不多。 
 有關等差子數列的研究，在 1975有了重大的突破，Szemerédi証明了 Erdös
的一個猜測而聲名大噪，最不可思議的是他當年使用的引理，最後比他証明的結

果更有用，也更出名，一般也稱該引理為 Szemerédi’s Regularity Lemma。以下是
Szemerédi所証明的結果。 
 

定理 6.4  令 且NA ⊆ [ ] 0NNsuplim
N

>∩
∞→

A ，則 A必定包含一個任意長度的等

差數列。 

(註) [ ] NNsuplim
N

∩
∞→

A 一般稱為是集合 A的上密度(Upper Density)。 

 所以，Szemerédi的結果証明了上密度大於 0的自然數集，它裡面包含著要

多長就有多長的等差數列。據說這個結果讓 Erdös頒發了一千美元給他，而且這

也是有史以來 Erdös發出去最高獎金的問題，想想，要猜這樣的問題並非容易，
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也許上蒼也可頒發相同的獎金給 Erdös才合理。 
 
 這個猜測的另一形式如下： 
 

定理 6.5  令 A為上密度大於 0的自然數集合，則∑
∈Ax x

1
發散。 

由於 Szemerédi的引理，証明相當複雜，在此僅就它的敘述加以說明。 
 
定義 6.6  令 G=(V,E)為一圖， 為互斥的兩個集合。我們用 e(X,Y)代表

在 G中的 X-Y邊，而 X-Y邊的密度則定義為

VYX ⊆,
( )

YX
YXeYXdG

,),( = 。 

 
定義 6.7  我們稱(X,Y)為ε-uniform的集合時，如果任意兩個集合

0且0滿足, **** >≥>≥⊆⊆ YYXXYYXX εε ，則 ( ) ( ) ε<− YXdYXd GG ,, ** 。 

ε-uniform的概念顯示出，X與 Y之間邊的分佈相當均勻，這也是一種“Regular＂
的現象。 
 
定理 6.8  (Szemerédi’s Regularity Lemma) 
 For every ε> 0 and m∈N, there is a natural number M M(ε,m) such that for every 

graph G=(V,E), there is a partition of V, V=U  such that 
k

i
iC

1=

Mkm ≤≤ ，

1+121 ≤≤≤≤ CCCC kL  and, with the exception of at most  pairs, the pairs 2nε

( ) kjiCC ji ≤<≤1,, , are ε-uniform。 

 上述引理的應用很多，以下是一個與樹圖有關的漂亮結果。 
 
定理 6.9  (Komlós,Sárközy及 Szemerédi,1993；猜測 Bolloba’s 1978) 
 任給ε> 0 及△≥1，則必定存在一個 00 nn = (ε, △)使得點數 n(不小於 )

的圖 G，只要

0n

( ) ( )
2

1≥ ，則G必定包含任意最大度數為△的 n點樹圖。 G nεδ +

問題  (猜測，Erdös 及 Sós,1963) 

 令 G 為 n點圖且 ( ) ( ) 12
n1kG +⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ −≥e ，則G包含每一個不同的 k邊樹圖。 
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第七章 隨機圖(Random Graphs) 
 

雖然隨機圖的研究是圖論中最年輕的一個分支，可是，在圖論中，它絕對

是最重要的一個研究課題。除了用隨機圖的概念來解決一些重要問題之外，它本

身的發展也是非常吸引人。值得提示的一點是它用的方法雖然是機率法則

(Probabilistic Method)，可是它卻與機率論(Probability Theory)沒有太大的關聯，

甚至與一般所謂的隨機性質(Randomness)也沒有直接的關係。 
隨機圖的研究一般相信是從四 0 年代開始(1940s)，由 Erdös及稍後一點的

Rényi所開創，正式被介紹出來的年代大概是在 1959 年左右。從此，這個學問

一日比一日熱門；研究的專書也一本接一本地出現，其中以 Noga Alon及 Joel H. 
Spencer的隨機方法(The Probabilistic Method)最為完整。 

在這一章中，我們就基本概念及幾個重要的結果分別加以介紹，所用到的

統計或機率概念也分別加以說明；詳細的完整內容自然無法在這短短的數十頁中

全部呈現出來。 
 
§1. 基本概念 

隨機圖的研究最常見的模式有三種： 

1. G(n,M). (Model B) 

令 代表圖的頂點， ，則 中具有M個邊的圖有

個。在G(n,M)中，我們假設任一個M邊圖 出現的機率相等，所以某一

個M邊(n 點)圖 H，它出現的機率為 ，在機率論中的表示法為

。 

][},...,3,2,1{ nnV == ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
n

N nK

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
M
N

MG

1−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
M
N

1

)(
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

M
N

HGP MM

(註)這個模式的使用需要先知道出現的圖有多少邊。 

2. G(n,p) or G(n, P(邊) = p), 10 ≤≤ p 。(Model A) 

在這個模式中，每個邊(獨立)出現的機率為 p，然後把這些邊放在一起而形

成一個圖 (Edge-induced)。顯然，一共有 個圖，而一個m邊圖出現的機率為

。在機率論中的表示法為

，其中 e(H)代表 H的邊數。所以，出現m邊圖的機率

pG N2

)1()1( pqqppp MNmmNm −==− −−

)()()( HeNHe
pp qpHGP −==
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為 。 mNmqp
m
N −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

(註)我們最常用的隨機圖模式為G(n,1/2)。 

3. nG~  

上述兩種模式都是以隨機圖來形成整個模式所需要的 Space，然而，這個模
式就不一樣，它在空間中的元素為”隨機圖序列”(Sequence of Random Graphs)：

NGGGG ≤≤≤≤ L210 ，其中 為恰好有 t邊的圖，為了方便起見，我們以tG

N
tGG 0}{~

= 來表示上述的序列。由於G~可以看成是N中的一個排列，所以G~有N！

個；同時，若是用 代表G)( 21 Neee L
~
，則 )()(}{ 1−−= ttt GEGEe 。現在，假設每

一個G~出現的機率相等，則每一序列出現的機率自然是 。 1)!( −N

(註)G~可以把它想成是由空圖出發，逐漸把邊加入，一直到最後為完全圖，

而一個邊成為第 t+1邊的機率為 。 1)( −− tN

不管上面模式的那一個，我們都是考量當 ∞→n 時所產生的現象，同時   
M = M(n)及 P = P(n)皆是以 n為變數的函數。所以，對於第一種模式而言，當M

為定值，(M(n) = c)，則 G(n,M)中的元素 將會是M個邊的配對加入 n - 2M

個孤立點。(？) 

MnG ,

從上面的觀察，我們不難發現隨機圖的研究精神：圖的一般性。例如在什

麼情況下(具有多少邊)，大部分的圖都是連通圖，或者是大部分圖的邊著色數都

和最大度數相等。 
隨機圖的概念在應用的領域也是非常重要，以下的兩個例子分別說明在物

理及演算法的相關性。 
 
例1.1 (熔點，Melting Points) 

我們可以用 (Cartesian Product)來代表一長方體(想像成由 lmn個
分子用分子鏈(邊)連接起來的固體)。當連接的邊被破壞(加熱)之後，這個固體可
能就會散掉變成液體或氣體；顯然，要有足夠多的破壞鍵(Break Bonds)才會造成
這種現象。以數學的模式來看，我們是要尋找那介於中間的量(Threshold)，在比
它少時沒改變，而多了就產生預期的變化，這中間的量也就是所謂的熔點。對於

隨機圖的概念而言，我們討論的是大概少了多少邊(平均)才會使得 分

成很多小的部分。 

nml PPP ××

nml PPP ××

 

 64



例1.2 (演算法分析，Analysis of Algorithms) 
演算法的好壞常常是看計算所需要時間(Running Time)，而這時間常常被最

差情況(Worst Cases)所誤導；也許，只不過是某些特殊狀況下造成它要用很多時

間，而大部分的時候都還好；因此，討論”平均”發生的狀況也是非常重要；這平

均值比較能用來評估演算法的優劣。 
(註)這裡的評估方式是用機率分析(Probabilistic Analysis)，利用 Running time 的
分佈(Distribution)來分析所預期的計算時間；當然，如何找到一個適當的機率分

佈模式也是一個重要課題。 
以下我們介紹機率方面的基本知識。 

 
定義 1.3. (機率空間或機率模式，Probabilistic Space) 

一個離散的機率空間是由一個可數(Countable)的集合 S及定義在 S的一個

加權函數 f所形成，同時滿足(i) 1)(0 ≤≤ xf 及(ii)∑
∈

=
Sx

xf 1)( 。 

 
定義 1.4. (機率) 

令(S,f)為一機率空間，集合(事件，Event) 的機率，  。 SA ⊆ ∑
∈

=
Ax

xfAP )()(

 
定義 1.5. (獨立事件，Independent) 

如果 ，則 A與 B彼此獨立。 )()()( BPAPBAP =∩

 
定義 1.6. (隨機變數，Random Variable) 

令(S,f)為一機率空間，則 為一隨機變數；我們用 X＝k 來代表一

個事件

RSX →:

})({ kxXSxK =∈= 。 

 
定義 1.7. (期望值，Expectation) 

一個隨機變數 X的期望值 ∑ ==
k

kXkPXE )()( 。 

 
期望值的鴿籠原理 

令 X為機率空間的一個隨機變數，則在機率空間中必存在一個元素 y，
。 )()( XEyX ≥

 
引理 1.8. (線性，Linear Property) 

假如 為機率空間的隨機函數，同時mXXXX ,,,, 21 L ∑= iXX ，則
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∑
=

=
m

i
iXEXE

1
)()( 而且對於所有的 cE(X)E(cX) , =∈ Rc 。 

證明：由定義 1.7可直接推得。 
 
定義 1.9. (指示變數，Indicator Variables) 

指示變數是一個由機率空間對應到{0,1}的函數。 
(註)在引理 1.8中的 可以選指示變數。 iX
 
定理 1.10. (Szele，1943) 

在所有的 n點競賽圖中必存在一個圖它至少有 12
!
−n

n
條相異的有向哈米爾頓

路徑(Directed Hamiltonian Paths)。 

證明：隨機圖建構一個競賽圖 它滿足(i,j)與(j,i)出現的機率相同。現在假設 X

為一隨機變數，它代表在 中有向哈米爾頓路徑的個數。由於每一條哈米爾頓

路徑可以用一個指示變數代表，因此，X可以寫成這些指示變數的和，於是，可

能的哈米爾頓路徑有 n!條；然而，每一條出現的機率為

nT

nT

12
1
−n ，所以 12

!)(
−

= n
nXE 。

由鴿籠原理，在 n點的所有競賽途中，必存在一個，它具有至少 E(X)條有向哈
米爾頓路徑。 

上述的結果說明在競賽圖中不僅是存在一條有向哈米爾頓路徑(？)，同時某
一特殊的競賽圖含有很多條哈米爾頓路徑。究竟最多含有幾條呢？以下的結果是

由 Noga Alon證明，我們在此省略它的證明。 
 
定理 1.11. (Alon，1990) 

在任意的 n點競賽圖中最多有 n
n

))1(2(
!
ο−

條有向哈米爾頓路徑。 

由定理 1.10，我們可以看出來它的證明十分簡潔，結論離標準答案也很接

近。 
 

定理 1.12. (Caro，1979；Wei，1981) 
令 )(Gα 代表 G的點獨立數(Independence Number)。則

∑
∈ +

≥
)( 1)deg(

1)(
GVv v

Gα 。 

(證法一) 利用 Greedy Algorithm。選一個度數最小的點 v，然後把此點放入集合
S中，再把 N[v]從 V(G)去掉，繼續選度數最小的一點，做相同的動作，一直到

沒有任何點剩下來。由於每次在 deg(v)+1點中可以選到一點，所以
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∑
∈ +

≥
)( 1)deg(

1)(
GVv v

Gα 。 

(證法二) 利用隨機圖的概念。在 V(G)上作隨機標示用 1, 2, …, |V(G)|為點的標

示(labeling)。於是，對於任一點 v及 N(v)中點，v標示值最小的機率為
1)deg(

1
+v
。

現在，不難看出把標示值小於相鄰點標示值的點收集起來就形成一個獨立集合

S。顯然 ∑
∈ +)( 1)deg(

1

GVv v
代表著找到獨立集合的期望值，所以

∑
∈ +

≥
)( 1)deg(

1)(
GVv v

Gα 。 

(註) )(Gα 是一個非常困難決定的量；它所對應的 )(Gω 也是一樣，這裡 )(Hω 為

H中最大完全子圖的點數。 
利用同樣的概念，我們也可以找到控制數(Domination Number)的上界。 

 
定義 1.13. (控制集，Dominating Set) 

令 。當 V(G)\S中的點都與 S中的某些點相鄰時，我們稱 S為 G
的一個控制集。最小控制集的點數也稱為是 G的控制數，以 D(G)表示。 

)(GVS ⊆

 
定理 1.14. (Alon，1990) 

令 G為 n點圖，則
1)(

))1)(ln(1()(
+

++
≤

G
GnGD

δ
δ

。 

證明：隨機選一個集合 使得點(獨立事件)出現在 S中的機率 P為)(GVS ⊆

1)(
)1)(ln(

+
+

G
G

δ
δ

。再令 })(且{ φ=∩∉= SxNSxxT 。於是， 為 G的一個控制集。

由假設，

TS ∪

npSE =)( ， 1)()1()( +−≤ GpnTE δ  )][( φ=∩ SvN 。由組合不等式

，所以)1)((1)()1( +−+ ≤− GpG ep δδ

)
1)(

1()( )1)(ln()1)((

+
+=+=+≤+ +−+−

G
pnnenpnenpTSE GGp

δ
δδ 。這表示有一個

控制集它的元素個數最多為
1)(

))1)(ln(1(
+

++
G

Gn
δ

δ
，定理得證。 

 
問題  在定理 1.14中 D(G)的上界可以更小一些嗎？ 
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§2.  Almost All Graphs 

 隨著點數的增加，我們所使用的機率空間也隨之改變。為了方便起見，我們

用第 n個空間(nth space)來代表 n點圖的機率分佈。為了要使每一個圖出現的機

率相同，Model A及
2
1p =  為最自然的選擇。 

 

定義 2.1  令 為在第 n個空間“性質 Q＂成立的機率。則當 時，我

們稱性質 Q幾乎一定成立(Almost Always Holds)，或者是幾乎所有的圖(Almost 
All Graphs)都具有性質 Q。 

nq 1lim =
∞→ nn

q

 
定理 2.2  (Gilbert , 1959) 
 當 p為一常數且 時，幾乎所有圖都是連接圖。 1p0 ≤<

証明：如果 G為不連通圖，則必定存在一個集合 S，<S , V(G)\S>= ，亦即 S

與 V(G)\S之間沒有邊相連。現在，令這種現象存在的機率為 ，則當

φ

nq S =k時， 

( ) ( knk
n

k
n p

k
n

q −
−

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∑ 1

2
1 1

1

) (p為有邊的機率)。由於 k與(n-k)的角色對稱，所以

( ) ( )
。又由於 ，當

knk

n

k
n p

k
n

q −
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∑ 1

2

1

kn
k
n

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
nk ≤ 時， ( ) ( ) 2/11 nkn pp −≤− −

。 

所以 ( )( )
x

xpnq

n

k

kn
n −

<−≤ ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

= 1
1

2

1

2/
，其中 ( ) 2/1 npnx −= 。由於 所以

，定理得証。                                            Q.E.D 

0=
∞→

xlim
n

0=
∞→ nn

qlim

 為了便於下面定理的証明，我們介紹以整數為值的隨機變數(Integer-valued 
Random Variables)。主要的概念如下：令 p代表邊出現的機率， 代表因此而

產生的圖。假如 X為一隨機變數滿足當 具有性質 Q時 X=0，則由 可

以推得幾乎所有的圖 都會有性質 Q。這個概念可以由Markov’s Inequality(馬
可夫不等式)推得，以下的引理僅對整數值隨機變數加以証明，其實實值隨機變

數該不等式也成立。 

PG
PG ( ) 0→XE

PG

 
引理 2.3  (Markov’s Inequality) 

 令 ( kXPpk )== ，k為一非負整數。則 ( ) ( )
t
XEkXP ≤≤ ，同時可以推得當

，則( ) 0→XE ( ) 10 →=XP 。 

証明： ( ) ( )∑ ∑ ∑
≥ ≥ ≥

≥=≥≥=
0k tk tk

kkk tXtPptkpkpXE 。 

 68



 有了上述引理，要証明幾乎所有的 都是連通圖時，我們可以假設當 G 不

連通時 X=1而當 G為連通時 X=0，於是証明的方向成為

PG
( ) 01 →=XP  (p為一正

的常數)。以下的結果比定理 2.2 更強。 
 
定理 2.4  假如 p為一正常數，則幾乎所有的 都是直徑為 2的圖。 PG
証明：令 ( )PGX 為沒有共同鄰點的點對之個數，所以 X為一整數值隨機變數。

再令 為指示變數(Indicator Variable) (它的值為 0或 1)，而 =1的充要條件

為兩點 ， 沒有共同鄰點。換句話說， 只定義於點對{ ， }上，因此

X= ，E(X)= )。現在

j,iX j,iX

iV jV j,iX iV jV

j,iX∑ jiXE( ,∑ ( ) ( ) ( ) 22
,, 11 −

−===
n

jiji pXPXE  ( 不同時

與  , 相鄰)，於是 ，所以幾乎所有的

kv

iv jv ( ) ( ) 01
2

22 →−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−np
n

XE Gp
都是直徑

為 2的圖。                                                      Q.E.D 

(註) 

( ) ( )
( ) ( )( )( )

( )[ ] ( )
( )
( )[ ] 0
1ln

1lim
11ln2

2lim

111ln2
12lim

12
1lim1

2
lim

22

22

2222

22222

22

=
−

−
=

−−
=

−−−

+
=

−

+
=−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

∞→−∞→

−∞→−∞→

−

∞→

p
p

pp

pp
n

p
nnp

n

n

nnn

nnnn

n

n

 

(註)直徑為 2的圖必定都是連通圖。 
 由定理 2.4我們看出來任意的圖 是連通圖的機率太大了，因為要維持連

通所以要的邊數遠小於 ，而要維持是直徑 2(Diameter 2)也不會太大，因此，

我們可以探討 P(p(n))的大小；如果我能夠決定 p(n)，讓 p(n)越小越好，則定理

2.2也可以獲得更好的描述。(現在我們把 p(n)當成隨 n改變的函數，定理 2.2是
說當 p(n)為一常數函數時， 幾乎都是連通圖；定理 2.4則是証明幾乎所有的
都是直徑為 2的圖。 

PG

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
n

PG PG

(註)當 G有 n個點， 的邊數約為 p 。 PG ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
n

 為了決定 p(n)，我們介紹門檻函數(Threshold Function)的概念。 
 
定義 2.5  (單調性質，Monotone property) 
 若是一個圖在加邊之後，仍具有原圖的性質 Q，則 Q為一單調性質。 
 
定義 2.6  (門檻函數，Threshold Probability Function) 
  對於一個單調性質 Q，如果函數 t(n)滿足 
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(i)   ( )
( ) ⇒→ 0
nt
np

幾乎沒有 具有性質 Q，以及 PG

(ii)  ( )
( ) ⇒∞→
nt
np

幾乎所有的 都具有性質 Q；則 t(n)稱為是該單調性質 Q的

門檻機率函數，簡稱門檻函數。 

PG

 顯然，一種單調性質可能有很多不同的門檻函數；這個函數基本上離開 p(n)
很近才會發揮尋找 p(n)的效用。值得一提的是，馬可夫不等式在尋找 p(n)也提供
了重要的訊息：前面提到，假如 X=0代表性質 Q存在，我們就先証明
來推得 。因此，我們要的 p(n)令推得

( ) 0→XE
( ) 1QP → ( ) 0→XE 。通常我們找到的 p(n)

會具有一個參數 c，例如：p(n) 
n
nc ln

= ，而結論是隨著 c的改變 或

。在這裡，我們一般是經由

( ) 0→XE

( ) ∞→XE ( ) ∞→XE 來推得 ( ) 00XP →= ，當然在十

分極端的情況下，這種概念不一定對。例如： ( ) 500XP .→= ， ，

則 。為了避免這種現象，額外的要求是必然的。接下來介紹一些統計

上的術語。 

( ) 50nXP .→=
( ) ∞→XE

 
定義 2.7  (Moment，Variance，Standard Deviation) 
 1.  X的第 r個Moment為 ( )rXE 。 

 2.  X的變異數(Variance)， ( )( )[ ]2)( XEXEXVar −=  

 3.  X的標準差(Standard Deviation)為 ( ) 2/1XVar 。 

 
引理 2.8  (Second Moment Method) 

 令 X為一隨機變數，則 ( ) ( ) ( )
( )2

22

0
XE

XEXEXP −
≤= ；而當

( )
( )

12

2

→
XE
XE

時，

。 ( ) 00XP →=

証明：由馬可夫不等式，考慮函數 ( )[ ]2XEX − ，值 ，則2t

( )[ ]( ) ( )[ ]( )
2

2
22

t
XEXEtXEXP −

≤≥− ，所以 ( )( ) ( )
2t
XVartXEXP ≤≥−   

(Chebyshev’s Inequality)。 

但是 ( ) ( )( ) ( ) ( )2222 2)( XEXEXEXXEXEXVar −=+−=  ( ( )( ) (XEXEE = )) 

所以  ( )( ) ( ) ( )( )
2

22

t
XEXEtXEXP −

≤≥− 。 

令 ，則( )XEt = ( ) ( )( ) ( )0XPXEXEXP ==≥−   (？)， 
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於是  ( ) ( ) ( )
( )2

22

0
XE

XEXEXP −
≤= 。 

剩下的敘述很容易証明。                                          Q.E.D 
 
接下來討論的是在什麼情況下會產生孤立點(Isolated Vertices)。 

定理 2.9  在Model A中，孤立點消失的門檻野數為
n
nln
。(在Model B中，門

檻函數為 nn
2
1 ln 。) 

証明：令 X為孤立點的個數， 為指示變數，它決定點 是否為一個孤立點。

所以， 。由於 

iX iv

( ) ( ) ( ) 11 −−== ∑ n
i pnXEXE

( ) ( ) ( )0~1 23
1

2
1

321ln
32

32

→===− −−−−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−−

− npeeeeep npnpnpnp

pppn
pnn LLLL

， 

( ) 1~1 1−− p ，所以在 ( ) npneX的情況下，Enp −→ ~02 。  ⋯⋯(*) 

令
n

ncp ln
= ，則 。(c可能隨著 n而改變。) ( ) cnXE −1~

現在，當 c>1，則 ，而當 c<1時，( ) 0→XE ( ) ∞→XE ，我們要証明 。 ( ) 00XP →=

 由引理 2.8，我們只要証明 ( ) ( )22 ~ XEXE 即可。 

 。 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iiji
ji

ji

n

i
i XXXXEnnXEXXEXEXE =−+=+= ∑∑

≠=

2

1

22 1

現在 均為孤立點，所以jiji 與v的充要條件為v1XX = ( ) ( ) 321 −−= n
ji pXXE 。 

由於 ( ) ，所以npn ep −− ~1 ( ) np
ji eXXE 2~ − ，這可以推得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )222 ~1~ XEXEennXEXE np +−+ − ， (由(*))。 

因為 ，所以( ) ∞→XE ( ) ( )22 ~ XEXE  ( E(X)次數較低)，定理得証       Q.E.D

 接下來，我們再証明一個更強的結果，當然這個時候門檻函數也會不一樣。 
定義 2.10  令 G為一圖，它度數的平均值為 d。如果 G的任意導出子圖(Induced 
Subgraph) H的度數平均不大於 d，則 G稱為是平衡圖(Balanced)。 
例：完全圖，平衡多部圖，正則圖，森林(Forest)，⋯，都是平衡圖。 
 
定理 2.11  令 H為 k點 邊的平衡圖，則l ( ) lknnt /−= 為Model A中，幾乎所有G P
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都具子圖 H的門檻函數。 
証明：令 X為 中含有子圖 H的個數，所以 X也可以看成是 中可能的子圖

H之指示變數(Indicator Variables)。顯然 中可能的選擇有

種，亦即由 V(H)對應到[n]的不同方式有

PG nK

nK

( ) ( 11 +−∗∗−=− knnnn
k

LL ) nk
種。然

而在這些方式中，每個H都會被算 ( ) AHAut = 次，所以實際上不同的指示變數

有

iX

A
n

k
−

個，由於 k是定數， ( ) ( ) t
k

i p
A
nXEXE ∗=

−

∑ ~   (每個 H有 個邊，而且

這些邊都要出現)。 

l

 現在，令 ，所以( ) lk
nncnp /−= ( ) t

n
kt

n

k

C
A

nC
A
nXE 1~ =∗∗ − 。因此，當

，同時( ) 0XE則0cn →→ ( ) ∞→∞→ XE可以推得cn 。以下我們希望証明

。由 Second Moment Lemma，我們只需証明( ) 00XP →= ( ) ( )22 ~ XEXE 即可，

當然此時 。 ∞→nc

 同上定理， )E 。然而，( ) ( ) (∑∑
≠=

+=
ji

ji

n

i
i XXEXEX

1

22 ( )jiXXE 可能與 ( )'' ji XXE

不相等，因為 ( )jiXXE 與 ji HHH ∩=′ 有極大的關聯。由於 可以想成是 H

的拷貝，H 可以看成是 H的子圖，令H

ji與HH

′ ′有 r個點及 s個邊，於是 ( ) 52 −= l
ji pXXE 。

再看不同的數對{i,j}，因為 已經選了 r點，所以 各需再選 k-r個點，這

表示點集合的選擇方式有

H′ ji與HH

( )[ ] ( ) ( )[ ]2
2

2 !!
~

!2!!
!

rkr
n

rknrkr
n rk

−+−−

−

。另外，將H 加大

至 H的方法數 M與 、H有關而與 n與 p無關，所以由{i,j}所決定的

′

H′

( )
( )[ ]

sl
rk

ji p
rkr

nMXXE −
−

∗
−

∗ 2
2

2

!!
~ 。令

( )[ ]2
2

!! rkr
nM

rk

H
−

∗=
−

′α ， 

則 ( ) slrk
HjiH pnXXEE −−
′′ =

22~ α 。 

 當 的時候，0sr ==
2!
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

A
kM ，因此， ( )2

2

22

~~ XE
A

pn lk

H ′α  (此時 為空

圖)。這表示 。剩下的部份是証明當

H′

( ) ( )2~ XEXXE
H

ji∑
≠′ φ

∞→n 時，
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( )
( ) 0

XXE

XXE

H
ji

H
ji

→
∑
∑

φ=′

φ≠′
。 

 由前面的計算 ( ) sr
HH pnXEAE −−
′′

22~ α 。因為 H為平衡圖，所以 的平均

度數

H′

r
s2
不大於 H的平均度數

k
2l
，所以 ( )∞→∞→≥ n

lksr cpnpn // 。 

於是 ，所以0→−− sr pp ( )( ) ( )φ≠′=′ H當XEoE 2
H 。定理得証。         Q.E.D. 

(註)  任選一個樹圖當 H，則它的門檻函數非常接近 ；這也說明了要使得幾

乎所有 都是連通圖，p並不需要太大。 

1−n
PG

(註)  定理 2.11的 H如果不是平衡圖，則它的門檻函數可以用 H的密度

( ) ( )
( )HN
HeHd = 來決定。 

問題：令 代表 H的最大密度，則幾乎所有 都包含子圖 H的門

檻函數為

( ) ( )FdmaxH
HF≤

=ρ PG

( )Hpn
1−

  (Model A)。 
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§3. 圖的進化（Evolution） 
 

從進化的角度來看隨機圖的生成，同時長出m個邊的機率與一邊一邊地生

成直到有 個邊的機率是相同的。但是，一邊一邊地成長比較能夠想像所得到的

圖可能具有什麼樣的性質，這與真正的實驗（電腦模擬）結果應該差不多；同時

產生 個邊比較困難利用直覺的理由（Intuitive Reasoning）來判斷結果，這也是

我們利用Model A而不是因為要考慮 邊圖的性質而使用Model B。 

m

m
m

 
定義 3.1. （階段，Stage） 
在進化中一個階段（a stage）是指某一個範圍的 ( )nm （或 ），在這個範

圍內，圖的結構沒有太大的改變。 
( )np

要真正去計算 的範圍（或( )np ( )nm 的範圍）使得這個時候，圖具有某一種

特殊的結構是非常困難的事；因此，我們只能大致地加以描述；譬如，當 r為固
定數時， 等每一個現象幾乎一定會發生，則我們相信他們全部都幾

乎會發生，而不會去想像在某一個現象發生時，其它現象會受影響（理論上，是

可能如此。） 

rAAA ,,, 21 L

 
Stage 1. 令 ，則 中沒有圈。 ( 1/~ −− kkcnp ) PG

證明. 令 X 為 中圈的個數。則PG ( ) ( ) ( )∑∑
==

<−⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

k

kk
n

k
knppk

k
n

XE
33

2/!1
2
1

，由

於 ，所以0→pn ( ) 0→XE 。                                        Q.E.D 
Stage 2. 當 p進化到 （1−cn 10 << c ），則 中的圈數就再是 0，因為一但

，則 ，於是圈的個數將隨著 的改變而有所不同；在這個時候，

（？）最大的部分（Component）大約有 個邊，而且有很多部分最多只有一

個圈，同時不在圈上的點仍有很多，或則說不含圈的部分（Acyclic Components）
有很多。 

PG
cnp → ( ) 'cXE → n

nlog

Stage 3. 當 時， 的結構產生相當程度的變化。圈是一定有，而且最大部

分的邊數也由 跳到

1≥c PG

nlog 3
2

n ；在 時，不在最大部分的點剩下1>c ( )nο 。甚至可以

證明幾乎所有的 都不是平面圖，某些圈也會有互相跨越的弦（Chords）。 PG
Stage 4. 當 p接近 時，如果nnc /log 1<c ，則任何的 都會有孤立點，而在

時，所有的孤立點都會消失（定理第二節），這個時候， 中會產生巨大的部分

（Giant Component），最小的度數 k（產生的門檻函數為

）。 

PG 1>c
PG

( ) nnknn /loglog1/log −+
Stage 5. （Last srage） ∞→= cnncp ,/log 。（ ( )1ο=p 。） 
Stage 6. cp = 。回頭前面〝幾乎所有的圖都是直徑為 2的圖〞。 
 

在這些變化中，如果我們選擇一個函數 ( )nω 來取代 ，則以下的結果在c ( )nω

 74



滿足一些條件下成立。 
 
定理 3.2. 令 ( ) ∞→nω 但是速度非常慢， ( ) nnnp /logω= 以及 0>ε 。則幾乎所

有的圖 都滿足以下的不等式：PG ( ) ( ) ( ) ( )pnGGpn PP εδε +≤∆≤<− 11 。 
證明. 參考［Erdös-Rényi, 1966］ 
 

這表示幾乎所有的點，它們的度數接近平均值 pn，而實際上仍有一些變

化，例如當
2
1

≤p ，Bollobaś［1982］就證明會存在唯一最大度數點的充要條件為

。以下是一個有關點度數分配的結果。在敘述這個定理之前，我

們先回憶一下小〝

∞→npn log/
ο〞的概念。 

 

定義 3.3. ( ) ( ) ( ){ }..., axforxfcxgtsacgfO >≤ℜ∈∃=   

( ) ( ) ( ){ }.0/ →= xfxggfo  

 
定理 3.4. ［Bollobaś, 1981］ 

令 p為固定機率， ( ) ( ) 4/1log/ nnnt ο∈ ，則幾乎所有的 它的最大度數的

個點度數都不同。另一方面，當

PG ( )nt

( ) ( ) 4/1log/ nnnt ο∉ 時，則（n固定）存在一個

。（ 。） ( ) 1, +=< ii ddnti L≥≥ 21 dd
 
推論 3.5. ［Erdös 及Wilson, 1977］ 

令
2
1

=p ，則幾乎所有的 都有唯一具有最大度數的點。 PG

 
定理 3.6. ［Vizing, 1964］ 

如果 ( ) ( ) 1+∆= GGχ 則在 中度數為G ( )G∆ 的點至少有三個。 
 

定理 3.7. 當
2
1

=p 時，幾乎所有的 它的邊著色數都是PG ( )G∆ 。 

證明. 由 Vizing定理， ( ) ( ) ( ) 1' +∆≤≤∆ GGG χ 。 
 

利用定理 3.4我們還可以證明以下的定理。 
 

定理 3.8. 令 ( ){ }.,',',2 點圖所成的集合為所有一般 nGGGG ΩΩ∈=Ω 則幾乎所
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有 中的圖對都可以用一個複雜度為 的演算法來驗證 與 '是否同構。 2Ω 2n G G
證明. 參考［Babai-Erdös-Selbow, 1980］。 
 

在上一節，我們討論到一個平衡圖存在的門檻函數，因此一個完全子圖的

存在無庸置疑，問題是當 p固定時，最大的完全子圖（Clique）會有多大。 
 
定理 3.9. ［Matula, 1972］ 

在固定 0,1
>= ε

b
p 的情況下，幾乎所有圖 它的 Clique Number PG ( )Gω 介

於 ⎣ ⎦ε−d 與 ⎣ ⎦ε+d 之間，其中 ( ) 12/log2loglog2log2 ++−= ed b
n
bb

n
b 。 

證明. （概述） 

令 代表在圖中 clique的個數，則 。由 Stirling公式，rX −r ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

r

r p
r
n

XE

( ) rerr r π2/~! ，所以 ( ) ( ) ( )( )rr
r penrrXE 2/11

2
1

2~ −−−π 。這表示，當 ∞→r 及

( )( ) 12/11 ≤−− rpenr 成立的時候 。 ( ) 0→rXE

( ) 12/11 ≤−− rpenr ( )( ) 0log 2/11 ≤⇒ −− r
b penr  

( ) 01
2
1logloglog ≤−+−+ rr

b
n
b

e
b   （

b
p 1
= ） 

所以 。 1log2log2log2 +−+= r
b

n
b

e
br

因此 。這也表示，當( )ndr ≥ ε+> dr 時，幾乎所有的 都不含PG −r clique。 
證明 clique存在（−r ε−> dr ）比較困難，我們利 Second Momen的方法

來證明。 

因為 ，其中 為兩個( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑ 222

0

2
krr

k
r p

kr
rn

k
r

r
n

XE k −r cliques的共用點；

以下我們證明 ( )2
rXE 主要是由互斥的兩個 −r cliques 來決定，亦即 為主要計

算的項。 
0=k

令 ( ) ( ) nnrr XEXE βα +=22 / （ ），其中 ，

。現在，當 時 （比

較複雜），所以

( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

r

r p
r
n

XE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

r
rn

r
n

n

1

α

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑ 2

1

1 kr

k
n b

kr
rn

k
r

r
n

β n
br log2~ ( ) 0,1~ /2

→→−−
n

rnr
n e βα

−r clique存在（Second Moment的方法）。             Q.E.D 
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與 Clique對稱的概念為獨立數（Independence Number），而把一圖的點集分
成最少的獨立集為該圖的著色數（Chromatic Number, ( )Gχ ）。 
 
定理 3.10. ［Grimmett 及 McDiarmid, 1975］ 

令 p為邊出現的機率， ( )pb −=> 1/1,0ε 。則幾乎所有的圖 ， PG

( ) ( ) n
b

Pn
b nGn log/1log/

2
1 εχε +≤≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 。 

證明. 因為 p為定數，所以 也是定數，同時p−1 p−1 是 邊出現的機率，所以

由定理 3.9，幾乎所有 中不含 clique 它有

__
G

__
G ( )( ) n

blog211 ο+ 點，
p

b
−

=
1

1
。因此，

幾乎在所有的 中都不含獨立集，它具有G ( )( ) n
blog211 ο+ 個點，所以

( ) ( )( ) n
b

n
b

P nnG log/
2
1~log211/ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+≥ εοχ 。以下證明上界。 

令 而且( ) ( ) n
bnnf log/1 ε+= 0>ε 的選擇使得 ( )nf 為一整數。我們證明利用 

Greedy Algorithm 來塗 所需要的顏色為nvvv ,,, 21 L ( )nf 。假設 個顏色不夠

用，所以有些圖它所需要的顏色數大於

( )nf
( )nf 。令 mΒ 代表 ( )nf 個顏色不夠用而且

為第一點使用 來著色的圖所成的集合。 mv ( ) 1+nf
給定一個圖 令mG Β∈ { }[ ]121 ,,, −= mm vvvG L ，則顯然 ( ) (nfGm ≤ )χ 。令 為

顏色 出現在 中的次數。由於 著
ik

i mG mv ( ) 1+nf ，所以 ( )mvN 中的點 等

顏色都必定會出現，而且不會有其他顏色。所以在給定

( )nf,,2,1 L

( ){ }nfiki ,,2,1 L= 之後，

出現這種著色的機率為 。由於 
( )

( )[ ]ik
nf

i
p−−Π

=

11
1

( )
( )[ ] ( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

ndef

nfnfnnfnfmk
nf

i
bppp i =−−<−−≤−− −

=
Π //1

1
11?1111 。 

因為對所有的 上式皆成立，所以 。現在用 來

取代 ，則 ，由此可推得

mG ( ) ( ) n

n

m
mnm nbpbp <Β<Β ∑

=1

, n
bcn log/

( )nf ( ) ( ) cnfn np /1/1 −=− 0lim =
∞→ nn

nb ，所以 （當

）。定理得證。                                              Q.E.D 

( ) 0
1

→Β∑
=

n

m
mp

∞→n
 

（註） 令
2
1

=p ，則 。所以幾乎所有 16點圖 ，2=b G ( ) ( ) ( )εχε +≤≤− 1442 G 。 

 

從這個定理，我們可以看出來 ( )Gχ 大約等於 n
b，這個現象在 1981，Erdösn log
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及 Fajtlowicz也觀察出 ( )Gχ 隨著 的變化它的成長有如函數n
( ) ( ) ( ffnng Ω∩Ο=∈ log/ )θ ，其中 

( ) ( ) ( ){ }axforxfcxgtsacgf >≥ℜ∈∃=Ω ..,, 而 

( ) ( ) ( ){ }axforxfcxgtsacgf >≤ℜ∈∃=Ο ..,, 。 

 
問題. 

1. 假設 ， 為正整數同時 。證明

。 

10 << p nkkk ,,, 21 L mk
r

i
i =∑

=1

( )[ ] ( )[ ]rrmk
r

i
pp i /

1
1111 −−≤−−Π

=

（註） ( )( )
2

21
21 2

111 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−≤−−

xx
xx 。 

2. 假設 0,1
>= ε

n
p 。證明幾乎所也的圖 都不含點數為PG ( ) 2/1 nε+ 的部分。 
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§4. 幾個重要的結果(Random Graph) 

 在隨機圖的研究過程中出現過非常多漂亮的結果，我們自然無法一一介紹，

所以除了前面三節的結果之外，這一節再加入幾個非常具有代表性的工作。 
 一般而言，當邊出現的機率 p為一定數時，隨機圖很容易就會有相當令人意

外的好結構。 
 

定理 4.1. 對於定數 以及固定的圖)1,0(∈p H，幾乎所有的 都會有一個導出

子圖(Induced Subgraph)它與

PG

H同構。 

證明. 令 kHV =)( ， knGV ≥=)( ，存在有一 −k 集 使得 的

機率為 。由於邊的選擇與

)(GVU ⊆ HU G ≅><

b p有關而與n無關，所以b與 n無關。現在，G中出

現的 集有−k ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢
k
n
個，而每一個 −k 集U， GU >< 都不與H同構的機率為

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

−1 k
n

b)(  

( 獨立事件 )，所以 0)
⎢⎣
⎢

b1(][ →−≤⊄
⎥⎦
⎥

k
n

GHP     ( ∞→n )           Q.E.D 
(註)： 這個定理描述的現象：不管H多複雜，邊出現的機率多小，只要 n夠大，
就可以得到幾乎所有的隨機圖 ， 。 G GH ⊆
 

定義 4.2. Property ：任給一個jiP , Nji ∈, ，對於任意兩個互斥點集合 iU ≤ 與

jW ≤ ，都一定存在一個點 ，同時 與U 中的點全都相鄰，但是與W

中的點全都不相鄰。 

WUv ∪∉ v

定理 4.3. 對於任意的 及Nji ∈, )1,0(∈p ，幾乎所有的圖 都具有性質 。 PG jiP ,

證明. 選定 及 ，則同時 v與U 中的點全都相鄰，但是與W中

的點全都不相鄰的機率為

WU , )( WUGv ∪−∈

))1((qqpqp jiWU =≥ p− 。因此，找不到適合的 v之

機率(獨立事件)為 jinjiWUnWU qpqp −−−− −≤− )1()1( 。由於最多有 對

，所以不存在 v的機率為 。   Q.E.D 

jin +

),( WU )(0)1( ∞→→− −−+ nqpn jinjiji

推論 4.3. 對於所有的 ，)1,0(∈p Nk ∈ ，幾乎所有的圖 都是 連通。 PG −k

證明. 因為幾乎所有的圖都具有性質 ，所以對任何W，1,2 −kP 1−= kW 都存在一
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點 v，它與任意不在W中的兩點 x和 皆相連，所以W 不會是一個切集(Cutset)；

這表示幾乎所有的圖都是 連通。(W does not separate x from y)       Q.E.D 
y

−k

)1

+
− )p

H(

( 註 )定理 4.3同時可以推得任兩點都有一個共同的鄰點，所以 的直徑為 2。 PG

定理 4.4. ，,0(∈∀ p 0>ε ，幾乎所有的 它的點著色數PG

n
npG P

ln2

)1
1ln(

)(
ε

χ
+
−

> 。 

證明. 令 代表 的獨立數， )( PGα PG

      則  [ ] ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−≤−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤≥ 22 )1()1()(

k
k

k
P pnp

k
n

kGPα

 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

  -----------------(＊) 

−
−+− −=−=

1
1

1ln(
ln2

2)1(
2
1

)1ln(
ln

)1()1(
knk

kkp
nk

pp

由於，當
)1

1ln(
ln)2(

p

nk
−

+≈ ε 時，(＊) ，所以，幾乎所有的 不存

在一個獨立集它有 個點以上，因此，

0→ PG

k
n

np
k
nG P

ln2

)1
1ln(

)(
ε

χ
+
−

=> 。   Q.E.D 

( 註 ) Bolloba’s 在 1988 年證明
n

np
k
nG P

ln2

)1
1ln(

)(
ε

χ
−
−

=< ，所以這個定理的估

算相當 Sharp！ 
  
 從直觀來看，一個圖邊數越多(與n比較)它的點著色數越大；最小圈越小，

點著色數也越大，然而，以下的定理說明了最小圈可以維持很大而它的點著色數

也很大。 
 
定理 4.5. 對於任意的正整數 ，必存在一個圖k H它的內圈(girth) 而且kHg >)(

k。 >)χ

證明. 令 1,10,3 −=<<≥ εε np
k

k def 。令 X 為隨機變數它代表在隨機圖中邊數

不大於 的圈數。所以 k
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33
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由於 [ ] a
XEaXP )(≤≥ ，所以 

1)1(11 )2()2()2()(2
2

−−−− −=−=−≤≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ≥ εε kkkkk nknnkpnkn

XEnXP 。由於

1<εk ，所以 0]
2

[lim =≥
∞→

nXP
n

，令 n夠大使得
2
1]

2
[ <≥

nXP 而且

2
1]

2
)([ <≥

k
nGP α ，這是因為 0]

2
)([Plim =≥

∞→ k
nG

n
α (利用 Thm.4.4)， )(Gα 為圖的

獨立數。 

[ ] ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞→→≤−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤≥ −−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

(?)).(0)()1()( 2/)1(2 nenp
r
n

rGP rrp
r

α 所以，存在一個圖

它有少於G
2
n
個的小圈(長度不大於 k )，而且

2
)( nkG <α 。對於那些圖，每圈選

一點加以刪除，勝下圖H，則 k
G

n

H
HV

HkHgnHV >≥≥>≥)
)(

2
)(
)(

)(,)(,
2

(
αα

χ 。 

                     Q.E.D 
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